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Vorwort
zur 2. Auflage

Nach der freundlichen Aufnahme der ersten Auflage wurde das Gesamtkonzept
nicht verédndert, der Text aber in allen Details griindlich iiberarbeitet. Wesentlich
verdndert und erweitert wurde Kapitel 7 iiber den zweiten Godelschen Unvoll-
standigkeitssatz und sein Umfeld. Der Beweis der Ableitungsbedingungen ist jetzt
vollstdndig unabhéngig von anderer Literatur. Auch das den ersten Unvollstéandig-
keitssatz enthaltende Kapitel 6 wurde erweitert und neu organisiert.

Das Buch wendet sich an Studenten und Dozenten der Mathematik oder Informatik,
und wegen der ausfiihrlich diskutierten Godelschen Unvollstédndigkeitssiitze, die ja
von hohem erkenntnistheoretischem Interesse sind, auch an Fachstudenten der Philo-
sophischen Logik. Es enthélt {iber den Stoff einer einsemestrigen Einfiihrung in die
Mathematische Logik hinaus auch das Basismaterial fiir eine Vorlesung Logik fiir
Informatiker unter Einschluf3 der Grundlagen der Logik-Programmierung, in Ka-
pitel 5 das Material fiir eine die Logik fortsetzende Vorlesung Modelltheorie und
in Kapitel 6 fiir eine Vorlesung Rekursionstheorie mit Anwendungen auf Entschei-
dungsprobleme. Fiir eine gekiirzte Einfiihrungsvorlesung, z.B. kombiniert mit einer
Einfiihrung in die Mengenlehre, empfiehlt sich fiir den logischen Teil der Stoff der
ersten drei, insgesamt rund 100 Seiten umfassenden Kapitel, die auch eine Diskus-
sion des mengentheoretischen Axiomensystems ZFC einschlieflen. In Kapitel 3 wird
nicht nur der Godelsche Vollstédndigkeitssatz fiir Sprachen der ersten Stufe bewiesen,
sondern auch der Birkhoffsche Vollstandigkeitssatz. Die letzten Abschnitte diese Ka-
pitels befassen sich vornehmlich mit Anwendungen der Vollstandigkeit und haben
teilweise beschreibenden Charakter, mit Ausblicken auf weitere Themen.

Das Buch kann ganz unabhéngig von Vorlesungen aber auch zum Selbststudium
genutzt werden. Nicht zuletzt deshalb wurden Stichwort- und Symbolverzeichnis
recht ausfiihrlich verfait und vor Beginn des Haupttextes ein Abschnitt Notationen
eingefiigt. Fiir den GroBteil der Ubungen gibt es Liosungshinweise in einem geson-
derten Abschnitt am Ende des Buches. Aufler einer hinreichenden Schulung im lo-
gischen Schlieflen sind spezielle Vorkenntnisse nicht erforderlich; lediglich fiir Teile
von Kapitel 5 wéiren algebraische Grundkenntnisse niitzlich, und fiir den allerletzten
Abschnitt in Kapitel 7 gewisse Kenntnisse iiber Modelle der Mengenlehre.

Die Anforderungen an den Leser steigen allméhlich ab Kapitel 4. Diese meistert
man am sichersten durch ein selbststindiges Losen der Ubungen, moglichst ohne die
Losungshinweise dabei zu Rate zu ziehen. Stil und Darstellung sind in den ersten
drei Kapiteln breit genug gehalten, so dafl auch der Student noch vor dem Einstieg
in eine Spezialdisziplin den Stoff miihelos bewéiltigen kann.
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Zwar verdichtet sich die Darstellung ab Kapitel 4, jedoch nicht auf Kosten sprachli-
cher Préazision. Klarheit und angemessener Umgang mit Notationen bleiben oberstes
Gebot. Der weniger erfahrene Leser wird allerdings nicht darauf verzichten kénnen
Bleistift und Papier parat zu haben um gewisse Dinge nachzurechnen.

Eine Besonderheit dieser Darstellung ist die eingehende Behandlung der Goédelschen
Unvollstandigkeitssiatze. Diese beruhen auf der Représentierbarkeit rekursiver Pradi-
kate in formalisierten Theorien, die in ihrer Urform den Hauptteil der Godelschen
Arbeit [Go2] ausmacht. Dieser Linie folgend gewinnt wir in Kapitel 6 den ersten Un-
vollstandigkeitssatz, die Unentscheidbarkeit des Tautologieproblems der Logik nach
Church und die Resultate iiber Nichtdefinierbarkeit des Wahrheitsbegriffs von Tarski
in einem Zuge. Das letzte Kapitel ist ausschlieBlich dem zweiten Unvollstédndigkeits-
satz und seinem Umfeld gewidmet. Von besonderem Interesse ist dabei, daf fragli-
che Behauptungen iiber selbstbeziigliche Aussagen aufgrund der Solovayschen und
weiterfithrender Vollstdndigkeitssédtze algorithmisch entscheidbar sind. In den Ab-
schnitten 7.3 bis 7.6 werden erstmals Ergebnisse in einem Lehrbuch systematisch
behandelt, die iiber den zweiten Unvollstédndigkeitssatz hinausreichen.

Die Klassifikation definierender Formeln fiir arithmetische Prédikate wird recht
frithzeitig, schon bei der Représentation rekursiver Priadikate in 6.3 eingefiihrt. Denn
sie tragt in besonderem Mafle dazu bei, den engen Zusammenhang zwischen Logik
und Rekursionstheorie sichtbar zu machen, wie ihn die arithmetische Hierarchie in
6.7 oder Satz 6.4.5 zu Tage fordern. Weitere Unentscheidbarkeitsresultate iiber for-
malisierte Theorien werden in den Abschnitten 6.5 und 6.6 behandelt, einschliellich
einer Skizze iiber die Losung des 10. Hilbertschen Problems.

In Kapitel 4 werden berechenbare Funktionen in natiirlicher Weise durch PROLOG-
Programme prézisiert. Dies ist fiir Studierende der Informatik interessant, heifit dies
doch einerseits, PROLOG ist eine universelle Programmiersprache, in der prinzipiell
alle Algorithmen beschrieben werden kénnen; andererseits werden durch den Nach-
weis der Unentscheidbarkeit des Existenzproblems erfolgreicher Resolutionen in 4.4
die prinzipiellen Schwierigkeiten erklért, die mit der Problemlésung durch Anfragen
an Logik-Programme zusammenhéngen. Kapitel 4 muf} in einer Vorlesung Logik fiir
Informatiker mit Abschnitt 6.1 iiber Grundbegriffe der traditionellen Rekursions-
theorie natiirlich in Zusammenhang gebracht werden.

Kapitel 5 behandelt die Grundlagen der erst um 1950 entstandenen und inzwi-
schen weit gefiacherten Modelltheorie. Hier werden in der mathematischen Logik
entwickelte Techniken mit Konstruktionstechniken anderer Gebiete zum gegensei-
tigen Nutzen miteinander verbunden. Durch den Einsatz weitreichender Methoden
gelingt es, klassische Resultate wie die Eliminierbarkeit der Quantoren in der Theorie
des reellen und der des komplexen Zahlenkorpers recht schnell zu gewinnen.
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Trotz seiner Themenvielfalt umfafit dieses Buch bei weitem nicht alles was die Ma-
thematische Logik vorzuweisen hat. Lehrbiicher mit enzyklopddischem Anspruch
lassen sich heute selbst fiir deren Teilgebiete nicht mehr verfassen. Bei der Stoffaus-
wahl konnen bestenfalls Akzente gesetzt werden. Das bezieht sich vor allem auf die
iiber elementare Dinge hinausfithrenden Kapitel 4, 5, 6 und 7. Die Auswahl orien-
tiert sich durchweg an Grundergebnissen der Mathematischen Logik, die mit hoher
Wahrscheinlichkeit von bleibendem Bestand sind.

Wo immer dies gelang, wurden in der Literatur vorliegende Beweise vereinfacht.
Philosophische und grundlagentheoretische Probleme der Mathematik ebenso wie
rein beweistheoretische Aspekte werden nicht systematisch behandelt, aber dies-
beziigliche Fragen werden an geeigneten Stellen im Text angeschnitten, vor allem
im Zusammenhang mit den Godelschen Sétzen.

Bemerkungen im Kleindruck enthalten in der Regel weiterfiihrende Informationen
oder verweisen auf das Literaturverzeichnis, das angesichts der Literaturfiille nur eine
Auswahl représentieren kann. Zitiert wird im Text einem maximal 4-buchstabigen
Kiirzel um den Textumfang in Grenzen zu halten.

Die sieben Kapitel des Buches sind in Abschnitte gegliedert. Eine Referenz wie
z.B. 4.5 bedeutet Kapitel 4, Abschnitt 5 und Satz 4.5 meint den Satz Nr. 5 im
4. Abschnitt eines gegebenen Kapitels. Bei Riickbezug auf diesen Satz in einem
anderen Kapitel wird die Kapitelnummer hinzugefiigt wie z.B. in Satz 6.4.5.

Was die Rechtschreibung angeht, so wurden sinnvolle Reformvorschlige wie die Libe-
ralisierung der Komma-Regeln freudig aufgegriffen, nicht allerdings gewisse Wort-
trennungen und den Buchstaben 88 betreffende Vorschriften, weil diese den Text
nicht unerheblich verlangern. Damit hétte der Zeilen- und Seitenumbruch insgesamt
neu organisiert werden miissen (ein professioneller Gebrauch von KIEX bedeutet
fiir textintegrierte Formeln immer auch eine Nachbearbeitung des urspriinglichen
Zeilenumbruchs). Es gibt in diesem Buche keine Formeltrennungen im flieBenden
Text. Dies kommt nicht nur dem Schriftbild zugute sondern dient vor allem einem
unbehinderten Informationsfluf3.

Fiir hilfreiche Kritik danke ich zahlreichen Kollegen und Studenten; die Namens-
liste ist zu lang, um sie hier anzugeben. Besonderer Dank gilt L.D. Beklemishev,
sowie dem durch einen tragischen Unfall zu frith aus dem Leben geschiedenen jun-
gen Mathematiker und Informatiker Ullrich Fuchs, der mich sowohl bei der techni-
schen Organisation als auch bei inhaltlichen Fragen wesentlich unterstiitzt hat. Dem
Vieweg-Verlag bin ich fiir die gute Zusammenarbeit verbunden.

Berlin, im Februar 2002,
Wolfgang Rautenberg
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Notationen

In der mathematischen Logik herrscht die allen mathematischen Disziplinen gemein-
same vorwiegend mengentheoretisch geprigte Umgangssprache vor, deren Gebrauch
aber nur wenig mehr voraussetzt als die Kenntnis der unten kurz resiimierten men-
gentheoretischen Terminologie. Diese Umgangssprache heifit in der Logik oft die
Metasprache, um sie von formalisierten Sprachen zu unterscheiden, die in diesem
Zusammenhang als Objektsprachen bezeichnet werden und zu den Objekten der
logischen Analyse gehoren. Mit deren Hilfe werden z.B. Verfahrensweisen des logi-
schen Schlieens in der Gestalt von sogenannten Logik-Kalkiilen formalisiert.

Fast alle verwendeten Notationen sind Standard. N, Z, Q, R bezeichnen die Mengen
der natiirlichen Zahlen einschliellich 0, der ganzen, rationalen bzw. der reellen Zah-
len. n,m,1, j, k bezeichnen immer natiirliche Zahlen, solange nichts anderes gesagt
wird. Daher werden Zusétze wie n € N in der Regel unterlassen.

MUN, MN N und M\N bezeichnen wie iiblich Vereinigung, Durchschnitt, bzw.
Differenz der Mengen M, N, und C die Inklusion. M C N steht fir M C N und
M # N, wird aber nur benutzt, wenn der Umstand M # N besonders betont werden
soll. Ist M in einer Betrachtung fest und N C M, darf M\ N auch mit \ N (oder = N)
bezeichnet werden. () bezeichnet die leere Menge, BM die Potenzmenge von M,
die Menge aller ihrer Teilmengen. Will man hervorheben, dass die Elemente einer
Menge F' selbst wieder Mengen sind, heifit F' auch eine Mengenfamilie oder ein
Mengensystem. | J F' bezeichnet die Vereinigung einer Mengenfamilie F', d.h. die
Menge der Elemente, die in wenigstens einem M € F liegen, und (| F fiir F' # () den
Durchschnitt von F', d.h. die Menge der zu allen M € F' gehorenden Elemente. Ist
F = {M;|i € I}, bezeichnet man (J F und () F' meist mit (J,., M; bzw. (,c; M;.

Das Kreuzprodukt M x N ist die Menge aller geordneten Paare (a,b) mit a« € M und
b € N. Eine Relation zwischen M und N ist eine Teilmenge von M xN. Ist f C M xN
und gibt es zu jedem a € M genau ein b € N mit (a,b) € f, heiit f eine Funktion
oder Abbildung von M nach N. Das durch a eindeutig bestimmte Element b mit
(a,b) € f wird je nach Zusammenhang mit f(a) oder fa oder auch a/ bezeichnet.
Man nennt b den Wert von f bei a sowie ranf = {fz | x € M} das Bild von f,
wihrend dom f = M der Definitionsbereichvon f heiitV). Falls lediglich dom f C M,
heifit f eine partielle Funktion von M nach N. Sind domf = M und N D ran f
vorgegeben, spricht man oft kurz von der Funktion f: M — N (lies ‘f M nach N’),
und falls f(x) = t(x) fiir einen Term ¢ und alle z € M, auch von f: x — t(z).

DDie Abkiirzungen dom und ran kommen aus dem Englischen (von domain und range).
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Die Funktion f: M — N heifit injektiv, wenn fx = fy = x =y, fiiralle x,y € M.
Fir M C N ist die identische Abbildung idy;: x — x Beispiel einer Injektion.
f: M — N heifit surjektiv, wenn ran f ganz N ausfiillt, und bijektiv, wenn f injektiv
und surjektiv ist. Sind f, g Abbildungen mit rang C dom f, heiit die Funktion
h: x +— f(g(x)) auch deren Produkt, h = fog. Man sicht leicht, dass f: M — N
genau dann bijektiv ist, wenn es ein g: N — M gibt mit go f = idy; und fog = idy.
Bei der Schreibweise o/ fiir fz ist es iibrigens bequemer, fog so zu erkliren, daf
erst f, dann g ausgefiihrt wird.

Seien I, M beliebige Mengen, wobei I, ziemlich willkiirlich, die Indexmenge genannt
werde. MT bezeichne die Menge aller f: I — M. Oft wird eine Funktion f € M?!
mit ¢ — a; durch (a;);e; bezeichnet und heifit, je nach dem Zusammenhang, eine
(indizierte) Familie, ein I-Tupel oder eine Folge. Diese heiit endlich oder unendlich,
je nachdem ob I endlich oder unendlich ist. Falls, wie in der Mengenlehre iiblich, 0
mit (), und n > 0 mit {0, 1,...,n—1} identifiziert wird, ldsst M" sich verstehen als die
Menge der Folgen oder n-Tupel (a;);<, aus Elementen von M der Linge n. Einziges
Element von M° (= M) ist die leere Folge () und diese hat die Lénge 0. Gleichwertige
Schreibweise fir (a;)i<, bzw. (a;)i<, sind (ag, ..., a,—1) und (ao, ..., a,).

Fir k£ < n heiit (ag, ..., ax) ein Anfang von (a;)i<,. Ein Anfang ist stets nichtleer.
Ist k < n, spricht man von einem echten Anfang. Haufig betrachten wir auch Folgen
der Gestalt (ay,...,a,), im Text durchweg mit @ bezeichnet. Hier ist fiir n = 0 die
leere Folge gemeint, so wie {ay,...,a,} dann stets die leere Menge bedeutet.

Das Aneinanderfiigen endlicher Folgen heifit auch deren Verkettung. Die leere Folge
spielt die Rolle des neutralen Elements dieser Operation. Ist A ein Alphabet, d.h. sind
die Elemente von A Symbole oder werden sie als solche bezeichnet, wird (aq, ..., a,)
meistens in der Weise a4 - - - a,, geschrieben und heifit ein Wort oder eine Zeichenfolge
iiber A. Die leere Folge wird dann konsequenterweise das leere Wort genannt. Ein
Anfang einer Zeichenfolge & heifit auch ein Anfangswort von &.

Teilmengen P, @, R,... C M" heiflen n-stellige Prddikate oder Relationen von M,
n > 1. Einstellige Pradikate werden mit den entsprechenden Teilmengen von M
identifiziert, z.B. das Primzahlpréddikat mit der Menge aller Primzahlen. Statt @ € P
schreiben wir Pd, statt @ ¢ P auch —Pd. Falls P C M? und P ein Symbol ist wie
z.B. €, <, <, €, wird aPb statt Pab geschrieben, also a <1 b statt <1 ab usw. In Wor-
ten formulierte Pradikate werden oft durch ‘... vom umgebenden Text abgehoben,

etwa wenn vom syntaktischen Pradikat ‘Die Variable  kommt in der Formel o vor’
die Rede ist. Fiir P C M™ heifle die durch

. 1 falls Pa,
Xpa = .
0 falls =Pa
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definierte n-stellige Funktion X, die charakteristische Funktion von P. Dabei ist
unerheblich, ob man die Werte 0,1 als Wahrheitswerte oder als natiirliche Zahlen
versteht wie dies in Kaptitel 6 geschieht, oder ob 0, 1 in der Definition gar vertauscht
werden. Wichtig ist nur, dass P durch Xp eindeutig bestimmt ist.

Jedes f: M"™ — M heifit eine n-stellige Operation von M. Meistens schreiben wir
fa fiir f(ay,...,ay,). Eine O-stellige Operation von M hat wegen A° = {(}} mengen-
theoretisch die Gestalt {(0,¢)} mit ¢ € M, wird kurz mit ¢ bezeichnet und heifit
eine Konstante. Jede n-stellige Operation von f von M wird durch

graphf = {(ala s 7an+1) € Mn+1 | f(ala s aa'n) = an-i—l}

eindeutig beschrieben. Es handelt sich hier um eine (n + 1)-stellige Relation, welche
der Graph von f genannt wird. f und graph f sind dasselbe, wenn — wie dies gele-
gentlich geschieht — M mit M™ x M identifiziert wird. Fiir die von uns verfolgten
Zwecke ist es jedoch vorteilhafter, zwischen f und graph f zu unterscheiden.

Am haufigsten werden 2-stellige Operationen angetroffen. Bei diesen wird das ent-
sprechende Operationssymbol in der Regel zwischen die Argumente gesetzt. Eine
derartige, hier mit o bezeichnete Operation o : M? — M heift

kommutativ wenn aob = boa fiir alle a,b € M,

assoziativ wenn ao(boc) = (aob)oc fiir alle a,b,c € M,
tdempotent wenn aoa = a fiir alle a € M,

invertierbar wenn zu allen a,b € M Elemente x,y € M existieren

mit xroca =bund acy = D.

Man beachte, Invertierbarkeit umfafit genau besehen zwei voneinander unabhéngige
Forderungen, die sogenannte Linksinvertierbarkeit und die Rechtsinvertierbarkeit

Als Verallgemeinerung von M; x M, lésst sich das direkte Produkt N = [],., M;
einer Mengenfamilie (M;);c; verstehen. Jedes a € N ist eine auf I erklérte Funktion
a = (a;)ie; mit a; € M; (eine Auswahlfunktion). Die Abbildung a — a; von N nach
M; heif3t die i-te Projektion. Das Element a; heifit auch die i-te Komponente von a.
Falls M; = M fiir alle i € I, ist [],., M; mit M identisch. Dies gilt auch fiir I = 0,
weil dann [[,., M; = {0} = M".

Bezeichnen A, B metasprachliche Ausdriicke, stehen A < B, A = B, A & B und
AV B fiir A genau dann wenn B, wenn A so B, A und B bzw. A oder B. Dabei sollen
die Symbole =, <, ... stdrker trennen als sprachliche Bindungspartikel. Deshalb

il

darf in einem Textteil wie z.B.
TEa & acT, firalleaec L% (Seite 64)

das Komma nicht fehlen, weil ‘a € T fiir alle « € L£°’ félschlicherweise gelesen
werden konnte als ‘7" ist inkonsistent’.
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Sind s,¢ Terme mit Werten in einer geordneten Menge, sei s > t grundsétzlich
nur eine andere Schreibweise fiir ¢ < s. Dieselbe Bemerkung bezieht sich auch auf
andere unsymmetrische Relationssymbole wie <, C, C usw. Terme sind grob gesagt
Zeichenfolgen, die aus Variablen und Operationssymbolen zusammengebaut sind.
Wie dies im einzelnen geschieht, wird in 2.2 ausfiihrlich dargelegt.

s := t bedeutet, dass s durch den Term t definiert wird, oder wenn s eine Variable
ist, auch die Zuweisung des Wertes von t zu s.

In der mathematischen Umgangssprache werden Formeln oft direkt in den Text
integriert und man bedient sich dabei auch gewisser verkiirzender Schreibweisen. So
wie man z.B. ‘a < b und b < ¢ hdufig zu a < b < ¢, oder ‘a < b und b € M’ zu
a < b e M verkiirzt, darf X - a = 3 fir ‘X F a und a = 3’ geschrieben werden
(‘aus der Formelmenge X ist die Formel o beweisbar und « ist dquivalent zu 3).
Dies ist erlaubt, solange das Symbol = nicht zur formalen Sprache gehort, aus der
die Formeln «, § stammen. = wird von uns nur metasprachlich verwendet.

In einem Lehrbuch wie diesem kommt man nicht umhin, das in der Metasprache ver-
wendete Gleichheitszeichen = deutlich zu unterscheiden von einem in einer formalen
Sprache vorkommenden Gleichheitszeichen. Das geschieht im Buchtext durchweg
durch Fettdruck des Gleichheitszeichens in der formalen Sprache. Ist dies z.B. die
Sprache der Arithmetik, wird

(x +y)? = 2* + 22y + y? anstelle von (v + y)* = 2 + 22y + y*

geschrieben um die Wertverlaufsgleichheit der Terme links und rechts vom Gleich-
heitszeichen zu kennzeichnen. Hingegen soll s = ¢ ausnahmslos bedeuten, dafi die
beiden Terme s, t syntaktisch iibereinstimmen, Buchstabe fiir Buchstabe.
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Kapitel 6

Unvollstindigkeit und
Unentscheidbarkeit

Die fundamentalen Resultate von Gddel iiber Unvollstandigkeit geniigend reichhal-
tiger formaler Systeme sowie von Tarski iiber Nichtdefinierbarkeit des Wahrheits-
begriffs und von Church {iber die Unentscheidbarkeit der Logik und andere Unent-
scheidbarkeitsresultate beruhen sédmtlich auf gewissen Diagonalargumenten. Eine
bekannte Popularisierung des 1. Gédelschen Unvollstandigkeitssatzes ist diese:

Man betrachte eine formalisierte axiomatische Theorie T, die im Rahmen der T
zugrundeliegenden Sprache L iiber deren Syntax und das Beweisen aus den Axiomen
von T zu reden imstande ist. Dies ist hdufig auch dann moglich, wenn in 7' offiziell
von anderen Dingen die Rede ist (etwa von Zahlen oder Mengen ), ndmlich vermittels
einer internen Kodierung der Syntax von L, siehe 6.2. Dann gehort zu £ — was fiir
einen formalen Begriff von Beweisbarkeit im einzelnen zu begriinden ist — auch die
Aussage 7: ,,Ich bin in 7" unbeweisbar®, wobei sich das Ich genau auf die Aussage v
selbst bezieht. Nehmen wir weiter an, T soll einen gewissen Gegenstandsbereich A
korrekt und moglichst vollstdndig beschreiben, und alle Aussagen von T haben in
A einen addquaten Sinn. Dann ist v in A wahr, in T aber unbeweisbar.

In der Tat, wére v beweisbar, so wére v wie jede in T beweisbare Aussage auch
wahr in A und damit aber unbeweisbar, weil v genau dies behauptet. Die Annahme
fithrt zum Widerspruch. Also ist v in T tatsdchlich unbeweisbar und damit zugleich
wahr in A, weil die Behauptung von ~ ja zutrifft. Das Ziel, die in A giiltigen Sétze
durch T vollstandig zu erfassen, ist also nicht erreicht.

Das ist natiirlich nur eine grob vereinfachte Beschreibung des 1. Unvollstandigkeits-
satzes, der iiber Gegenstandsbereiche gar nicht redet, sondern ein beweistheoretischer
Satz ist, dessen Beweis im Rahmen der finiten Metamathematik Hilberts ausfiihr-
bar ist, was grob gesagt dasselbe bedeutet wie die Ausfiihrbarkeit des Beweises in
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PA. Dies war ein entscheidender Punkt fiir eine begriindete Kritik am Hilbertschen
Programm, das auf eine durchgehend finite Formulierung der Metamathematik zur
Rechtfertigung infinitistischer Methoden abzielte, siehe hierzu [HB].

Paradigma eines Gegenstandsbereichs im anfédnglich erwdhnten Sinne ist aus ver-
schiedenen Griinden die Struktur /' = (N, 0,8, +,-). Der 1. Unvollstéindigkeitssatz
besagt, daB eine vollstindige axiomatische Charakterisierung von A/ unméglich ist.
Das ist eine Erkenntnis mit weitreichenden Konsequenzen. Insbesondere erweist sich
die Peano-Arithmetik PA als unvollstdndig. Diese Theorie steht im Mittelpunkt von
Kapitel 7. Sie ist deshalb besonders wichtig, weil in ihr nebst der klassischen Zah-
lentheorie und weiten Teilen der diskreten Mathematik ziemlich genau diejenigen
Hilfsmittel der mathematischen Grundlagenforschung formulierbar und beweisbar
sind, die nach allgemeiner Ansicht jeder Kritik standhalten, sieht man von gewissen
Einwénden gegen den uneingeschrankten Gebrauch 2-wertiger Logik ab.

Fiir wesentliche Schritte im Godelschen Beweis benttigt man nur bescheidene Vor-
aussetzungen iiber 7', ndmlich die ziffernweise Représentierbarkeit der relevanten
syntaktischen Pradikate und Funktionen in 7" im Sinne von 6.3. Es war eine der ent-
scheidenden Entdeckungen Godels, dafl alle zur Konstruktion von ~ erforderlichen
Priadikate primitiv-rekursiv sind Y und alle derartigen Pridikate und Funktionen
unter ziemlich allgemeinen Voraussetzungen in 7' représentierbar sind.

Wie von Tarski und Mostowski bemerkt, funktioniert dies bereits in gewissen endlich
axiomatisierbaren, hochgradig unvollstdndigen Theorien T'. Die in 6.4 ausfiihrlich
bewiesene Reprisentierbarkeit aller rekursiven Funktionen ergibt — wieder durch ein
Diagonalargument — leicht die rekursive Unentscheidbarkeit von 7" und sémtlicher
Teiltheorien, insbesondere der Theorie Taut, aller tautologischen Aussagen von L,
sowie aller konsistenten Erweiterungstheorien von 7'. Daher lassen sich der erste Un-
vollstéandigkeitssatz und die Resultate von Church und Tarski einheitlich gewinnen,
und zwar im wesentlichen durch das Fixpunktlemma in 6.5.

In 6.1 wird die Theorie der rekursiven und primitiv-rekursiven Funktionen im er-
forderlichen Mafle entwickelt. 6.2 behandelt die Godelisierung der Syntax und des
Beweisens. 6.3 und 6.4 befassen sich mit der Représentierbarkeit rekursiver Funk-
tionen. In 6.5 werden alle oben erwidhnten Resultate bewiesen, wiahrend der tiefer-
liegende zweite Unvollstandigkeitssatz in Kapitel 7 behandelt wird. 6.6 befaf3t sich
mit der Ubertragbarkeit von Entscheidbarkeit und Unentscheidbarkeit durch Inter-
pretation, und 6.7 mit der arithmetischen Hierarchie der 1. Stufe, die den engen
Zusammenhang zwischen Logik und Rekursionstheorie plastisch verdeutlicht.

DAlle diese Pridikate sind bereits elementar im Sinne der Rekursionstheorie, siche etwa [Mo].
Doch erfordert dieser Nachweis mehr Aufwand. Die elementaren sind grob gesagt die nicht zu
schnell wachsenden primitiv rekursiven Funktionen. Die Exponentialfunktion (m,n) — m™ ist
noch elementar, nicht aber die auf Seite 186 definierte Hyper-Exponentialfunktion.
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6.1 Rekursive und primitiv-rekursive Funktionen

Im folgenden bezeichnen nebst ¢, ..., n auch a, ..., e durchweg natiirliche Zahlen. Die
Menge aller n-stelligen Funktionen mit Argumenten und Werten aus N werde mit F,,
bezeichnet. Fy besteht aus allen Konstanten. Sind h € F,, und g1,..., 9, € F,, so
heifie f : d — h(gd, ..., gnd) die durch Komposition aus h und den g; entstehende
Funktion, Schreibweise: f = h[g, ..., gm]. Die Stellenzahl von f ist n. Analog sei
Plg1, ..., gm] fir P C N™ das n-stellige Priadikat {@ € N" | P(q1d, ..., gmd)}.

f € F, ist im intuitiven Sinne berechenbar, wenn es einen Algorithmus gibt, der
zu jedem @ € N den Wert fa in endlich vielen Schritten zu berechnen gestattet.
Einfache Beispiele sind Summe und Produkt. Es gibt iiberabzéhlbar viele einstellige
Funktionen iiber N; davon konnen wegen der Endlichkeit einer jeden Berechnungs-
vorschrift nur abzéhlbar viele berechenbar sein. Folglich gibt es nicht berechenbare
Funktionen. Dieser Existenzbeweis erinnert an denjenigen transzendenter reeller
Zahlen, wie ihn die Abzahlbarkeit aller algebraischen Zahlen liefert. Konkrete Bei-
spiele anzugeben ist in dem einen wie dem anderen Falle weniger einfach.

Die im intuitiven Sinne berechenbaren Funktionen haben ganz offensichtlich die
Eigenschaften

Oc : Mit h € F,, und g1, ...,9m € F,, ist auch f = hlgy, ..., gn] berechenbar.

Op : Sind g € F,, und h € F,, 5 berechenbar, so auch f € F,, .1, bestimmt durch
J(@,0) =g und f(@Sb) = h(@.b, (@.b)).

f hei3t die aus g, h durch primitive Rekursion entstehende Funktion und werde
auch als f = Op(g, h) notiert.

Op :Ist g € F, 4y und gilt Va 3b g(d, b) = 0, so ist mit g auch f berechenbar, wobei
fda = pblg(a,b) = 0] (das kleinste b mit g(d,b) = 0), die p-Operation.

Wir betrachten nun Oc, Op und Op als Erzeugungsoperationen zur Gewinnung
neuer Funktionen und beginnen mit der folgenden auf S. Kleene zuriickgehenden

Definition. Die Menge der p.r. (primitiv-rekursiven) Funktionen bestehe aus allen
Funktionen iiber N, die sich mittels Oc und Op erzeugen lassen aus folgenden

Anfangsfunktionen: die Konstante 0, die Nachfolgerfunktion S und die Projektions-
funktionen I’: d+—a, (1 <v<n, n=1,2,...).

Mit dem zusétzlichen Erzeugungsschema Op erhilt man die Menge aller rekursiven
oder p-rekursiven Funktionen. P C N” heifit p.r. bzw. rekursiv (oder entscheibar),
wenn die charakteristische Funktion X, p.r. bzw. rekursiv ist.
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Bemerkung 1. Nach dem Dedekindschen Rekursionssatz (siehe z.B. [Ra2]) wird durch
Op genau eine Funktion f € F,,11 definiert. Man beachte, fiir n = 0 reduzieren sich diese
Gleichungen auf f0 = ¢ und fSb = h(b, fb), mit ¢ € Fyp und h € Fa. Lafit man in Op
die Bedingung Va 3b g(d,b) = 0 weg, sagt man gelegentlich auch, f sei an allen Stellen @
mit =3b g(d, b) = 0 nicht definiert. Man gelangt so zu den sogenannten partiell-rekursiven
Funktionen, die wir aber nicht benétigen werden.

Die folgenden Beispiele verdeutlichen, dafl sich mittels der I', die normierten Stellen-
zahlvorschriften in Oc und Op weitgehend liberalisieren lassen. Eine normgerechte
Niederschrift wird hierbei zunéchst noch in Klammern hinzugesetzt.

Beispiele. Sei §° = I} und S**' = S[s¥], so daB8 offenbar S*: a + a + k. Diese
einstelligen Funktionen sind nach Oc alle p.r. Die n-stelligen konstanten Funktionen
K": @ — c erweisen sich wie folgt als primitiv rekursiv: KJ = 0, K% = §°[0], sowie
K!0=c (=K?% und K!Sb = ¢ (= I3(b,K}b) ). Fiir n > 1 hat man K" = K}[I}']. Also
sind sédmtliche konstanten Funktionen p.r. Ferner bestimmen

a+0=a (=L(a), a+8b=8(a+b) (=SL(a,ba+D))
die Addition als p.r. Funktion. Durch a - 0 = 0 (= Kja) sowie a - Sb = a-b+a
(= I3(a,b,a - b) + I3(a,b,a - b)) gewinnt man - als p.r. Funktion und véllig analog
auch (a,b) — ab. Ferner ist die Vorgéingerfunktion R p.r. Denn

RO=0 ; R(Sb)=0b (=I}(bRD)).

Die ,,gestutzte Subtraktion“ =, definiert durcha ~ b =a—bfiira > bunda ~b=0
sonst, ist p.r. Denn @ ~ 0 = a und @ =~ 8b = R(a ~ b) (= RIj(a,b,a = b)). Damit
ist die absolute Differenz p.r. Denn |a — b = (a = b) + (b = a).
Man sieht leicht, daBl mit jeder Funktion f auch jede Funktion p.r. bzw. rekursiv
ist, die aus f durch Vertauschung, Gleichsetzung oder Hinzufiigen von fiktiven Ar-
gumenten hervorgeht. Sei z.B. f € Fy. Fiir g = f[I3,15] ist dann g(a,b) = (b, a).
Fiir h = f[I},17] ist ha = f(a,a), und fiir f' = f[I3,13] ist f'(a,b,c) = f(a,b).
Ab jetzt sind wir grofziigiger bei den Niederschriften der Anwendungen von Oc und
Op. Mit f € F,;, ist auch (a@,b) — [],_, f(@, k) p.r., definiert durch

Hk<0 f(&: k) =1 Hk<sb f(5> k) = (Hk<b f((_ia k)) : f(d’ b)'
Analoges gilt fiir (@, b) — >, _, f(@, k), mit der Startbedingung >, _, f(a@, k) = 0.

Durch 60 = 1 und 0Sn = 0 wird die §-Funktion definiert, die charakteristische
Funktion der Einermenge {0}. Damit erkennt man z.B. die Identitétsrelation leicht
als p.r. Offenbar ist X=(a,b) = d|a — b|. Das wiederum impliziert, dal jede endliche
Teilmenge F = {ay,...,a,} von N p.r. ist. Denn

Xp(a) = X=(a,a1) + ...+ X=(a,a,).
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# ist p.r. weil X (a,b) = ola—b| mit der Signumfunktion o, definiert durch o0 = 0,
oSn = 1. Das ergibt auch die Abgeschlossenheit der p.r. bzw. der rekursiven Funk-
tionen gegeniiber Definition durch p.r. (bzw. rekursive) Fallunterscheidung: Mit
P, g, h ist auch f p.r. (bzw. rekursiv), definiert durch fad = ga -+ Xpd + ha - §(Xpa).
Diese Gleichung 148t sich auch schreiben in der Weise

fa ga, falls Pa,
a =
ha, falls = Pa.

Auch weitere Standardfunktionen sind p.r., darunter n — n! und die Primzahl-
aufzihlung n +— p, (mit pg = 2, p; = 3,...). Gleiches gilt fiir Pradikate wie | (teilt),
prim (Primzahl sein), usw. Siehe hierzu (B) und (C) unten sowie die Ubungen.
Wir vermerken, mit f ist auch graph f p.r. weil X, ;(@,b) mit X=(fd,b) offenbar
iibereinstimmt. Die Umkehrung hiervon gilt i.a. nicht, siche hierzu Ubung 1.

Von grundlegender Bedeutung, speziell fiir die Gewinnung von Unentscheidbarkeits-
resultaten, ist die Hypothese, dafi die rekursiven Funktionen alle irgendwie berechen-
baren Funktionen iiber N bereits ausschopfen, die sogenannte Churchsche These.
Der Definition rekursiver Funktionen ist dies kaum anzusehen, aber alle auf unter-
schiedliche Weise definierten Berechenbarkeitskonzepte erwiesen sich als dquivalent
und stiitzen damit die These. Fiir einige dieser oft langwierigen Beweise sei auf [Ob]
verwiesen. Ein solches Konzept ist z.B. die Berechenbarkeit mittels einer Turing-
Maschine, eines besonders einfachen Modells von strikt mechanischer Informations-
verarbeitung. Godels Resultate sind von Churchs These unabhéngig. Sie haben eher
umgekehrt die Entwicklung der Rekursionstheorie beeinflufit und beschleunigt.

Es folgt eine Zusammenstellung leicht beweisbarer Grundfakten iiber primitiv und
allgemein rekursive Pradikate (,,allgemein“ akzentuiert hier nur den Unterschied zu
,primitiv®). Weitere Einsichten, vor allem iiber die Gestalt definierender Formeln
werden sich ab 6.3 ergeben. P, (), R bezeichnen jetzt ausschlielich Pradikate iiber N.
Um die formale Niederschrift von metasprachlich formulierten Eigenschaften solcher
Préadikate zu erleichtern, benutzen wir als weitere metasprachliche Abkiirzungen die
Prifixe (Fk<a), (Fk<a), (Vk<a) und (Vk<a), deren Sinn sich von selbst erklért.

(A) Die Menge der p.r. bzw. rekursiven Prédikate ist abgeschlossen gegeniiber Kom-
plementbildung, Vereinigung und Durchschnitt von Pridikaten derselben Stellenzahl
und gegeniiber Einsetzung p.r. bzw. rekursiver Funktionen sowie gegeniiber Gleich-
setzung, Vertauschung und Hinzufiigung von fiktiven Argumenten.

Das ergibt sich wie folgt: Fiir P C N" ist [X 5] gerade die charakteristische Funktion
von =P = N"\P; ferner ist Xprg = Xp - Xg und Xp o = sg[Xp + Xp] sowie
Xpigr,gm] = XP (g1, .., 9m]. Die iibrigen Abgeschlossenheitseigenschaften ergeben
sich einfach aus entsprechenden Eigenschaften der charakteristischen Funktionen.
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(B) Seien P,Q,... C N""' Ist Q(a,b) & (Vk<b)P(d, k), R(a,b) & (Ik<b)P(d, k),
Q'(d,b) & (Vk<b)P(d, k) und R'(a,b) < (Fk<b)P(d, k) sagt man, Q, R, @', R’ ent-
stiinden aus P durch beschrdankte Quantifizierung. Mit P sind alle diese Pradikate
p.r. So ist X (a@,0) = [T, Xp(d@, k) und Xp(a@,b) = sg(>_,., Xp(d, k)). Die Beweise
dieser Gleichungen sind so einfach, dafl wir sie ganz iibergehen koénnen. Kurzum,
die Menge der p.r. bzw. der rekursiven Pradikate ist abgeschlossen gegeniiber be-
schrinkter Quantifizierung. Weil z.B. alb < (Fk<b)[a - k = b], erweist sich das
Pradikat | als p.r. Auch prim ist wegen primp < p # 0,1 & (Vk < p)[klp = k = 1]
p.r. Man beachte, alp = a = 1 ist gleichwertig zu af pV a = 1 und als Vereinigung
p.r. Priadikate wieder p.r.

(C) P C Nt erfiillle Va3m P(a,m). Ist f(d) = pk[P(a, k)] das kleinste k mit
P(d, k), so ist nach Op mit P auch f rekursiv, denn fa = uk[dXp(d, k) = 0]; doch
ist f in der Regel nicht mehr p.r. Das gilt aber noch fiir die beschrinkte j1-Operation:
Mit P C N"*!ist auch f: (@, m) — pk<m[P(d, k)] p.r. Dabei sei

. kleinstes k& < m mit P(d, k), falls ein solches k existiert,
pk<m[P(d, k)] =

m sonst.

Offenbar ist f(a@,0) = 0, sowie f(a,Sm) = f(a,m) falls (3k<m)P(a, k), und sonst
ist f(@,Sm) = Sm, was eine p.r. Fallunterscheidung darstellt. Also ist f p.r.

Durch Einsetzung einer p.r. Funktion h fiir m erkennt
man leicht auch @ — pk<hd[P(d, k)] als p.r. Eine niitz-
liche Anwendung ist die Paarkodierung ¢, die N? bijek-
tiv auf N abbildet (Ubung 3), und zwar gem#B der in
der Figur gezeigten Abzéhlung der Zahlenpaare a,b. Es
ist p(a,b) = a+ 3(a+b)(a+ b+ 1). Eine Darstellung
00 10 20 30 mit Hilfe der beschréankten p-Operation erhalten wir in
’ ’ o(a,b) = pk<(a+b-+1)2[2k = 2a+ (a + b)(a + b+ 1)].
Man erkennt aber auch auf andere Weise, dafl o p.r. ist. Denn nach einer bekannten

Summationsformel ist p(a,b) = a + >, ., Eine weitere Anwendung ist diese:

Sei kgV{a,|v<n} das kleinste gemeinsame Vielfache von ay, ..., a,. Dann ist mit f
auch n — kgV{fr|v<n} p.r. Denn kegV{ fv|v<n} = pk< ] fr[(Vv<n) frik].
v<n

Noch eine weitere Anwendung. Ist p Primzahl, so ist p! + 1 gewifl durch keine Prim-
zahl ¢ < p teilbar; denn ¢|p!+1 und ¢|p! liefern den Widerspruch ¢|1. Ein Primteiler
von p! + 1 ist mithin eine neue Primzahl und die kleinste auf p folgende Primzahl
ist < p! + 1. Also ist die Funktion n +— p, wohldefiniert und charakterisiert durch

(*)  po=2 ;5 Pup1=pg<pul+lgprim & g > p,.
Auch (%) ist eine Anwendung von Op. Denn mit f: (a,b) — ug < blgprim & g > al
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ist auch g: (a,b) — f(a,b!+ 1) p.r. und die zweite Gleichung in (x) lafit sich einfach
schreiben als p, 11 = g(n,p,). Folglich ist die Primzahlaufzdhlung n — p, p.r.

(C) macht den Unterschied zwischen p.r. und rekursiven Funktionen etwas deutli-
cher. Erstere lassen sich mit einem im Prinzip abschéitzbaren Aufwand berechnen,
wihrend die Existenzbedingung Va 3Im P(d,m) in (C) nichtkonstruktiv sein kann,
so daf selbst grobe Abschéatzungen iiber den Berechnungsaufwand unméglich sind.

Bemerkung 2. Anders als alle p.r. Funktionen lassen sich die p-rekursiven Funktionen
nicht mehr effektiv aufzihlen, auch nicht alle einstelligen. Denn wire (f,,)nen eine solche
Aufziéhlung, so wire f: n — f,(n)+1 sicher berechenbar und nach der Churchschen These
rekursiv. Also f = f,, fiir ein m, was den Widerspruch f,,(m) = f(m) = fp(m)+1 ergibt.
Das spricht anscheinend gegen die These, die sich mit etwas Rekursionstheorie aus dem
Argument aber eliminieren 143t. Wiederholt man die Argumentation mit einer Aufzéhlung
aller p.r. einstelligen Funktionen, haben wir einen wenn auch nichtkonstruktiven Existenz-
beweis fiir eine einstellige berechenbare aber nicht p.r. Funktion vor uns.

Die nachfolgenden Ausfiihrungen dieses Abschnitts benétigen wir in 6.2. Es geht
um die Kodierung endlicher Zahlenfolgen durch natiirliche Zahlen. Dafiir gibt es
grundsatzlich mehrere Moglichkeiten. Eine davon ist, mit Hilfe der Paarkodierung
© (oder einer dhnlichen Funktion, siche z.B. [Shoe]) den 1-Tupeln (a) die Zahlen
©(a,0), den Paaren (a,b) die Zahlen p(p(a,b), 1) zuzuordnen, usw. Das ergibt eine
Bijektion zwischen (J;.,N* und N. Wir wihlen indes die besonders anschauliche,
auf der eindeutigen Primfaktorzerlegung beruhende Kodierung nach [Go2].

Definition. Die natiirliche Zahl (aq, ..., a,) := p§°*™" ... p@*! heiBe die Gadelzahl
der Zahlenfolge (aq,...,a,). Dabei sei k — p; die Primzahlaufzihlung. Die leere
Folge habe die Godelzahl () := 1. Es bezeichne Gz die Menge aller Godelzahlen.

(ag,...,an) = (by,...,by) impliziert offenbar m = n & a; = b; fiir alle ¢ < n. Diese
unabdingbare Eindeutigkeits-Eigenschaft ist der Grund, warum in obiger Definition
die Exponenten ,um 1 erhoht“ wurden. Auch ist @ — (aq,...,a,) sicher p.r. Und
nach (A), (B) oben auch Gz. Denn

a€ Gz < a#0& (Vp<q)(Vg<a)lprimp, ¢ & qla = plal.

Wir verschaffen uns einen kleinen Vorrat p.r. Funktionen, die u.a. in 6.2 wichtig
sind. Nach (C) wird wie folgt eine p.r. Funktion a — fa definiert:

la = pk<alpi) a).
la gibt fiir Godelzahlen a gerade die ,,Lénge“ von a an. Denn offenbar ist /1 = 0,

und fiir a = (ag,...,a,) = 1_[2.@10?’4rl ist fa = n+ 1, weil & = n + 1 der kleinste

Index ist mit pif a, der wegen n + 1 < p, < a zugleich auch die Bedingung k£ < a
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erfiillt. Was fa fiir Zahlen a bewirkt, die keine Godelzahlen sind, miissen wir nicht
wissen. Man konnte auch einfach ¢a = 0 setzen fiir alle a ¢ Gz.

Auch die wie folgt definierte 2-stellige Operation (a, ) — (a); ist primitiv rekursiv:
(a)i = pk<a[pi*/ a].

Dies ist die ,, Komponenten-Erkennungsfunktion“. Denn fiir p¥™'|a und p¥*2y a gilt
gewil k = (a);. Daher ({aq,...,a,)); = a; fiir alle i < n. Diese durch leichten
Fettdruck auffallende Funktion beginnt die Komponentenzéhlung stets mit ¢ = 0,

so dafl (a)est := (a),, -, die letzte Komponente einer Godelzahl a # 1 ist.

Aus diesen Definitionen folgt a = [],_,, pga)iﬂ fiir Godelzahlen a, inklusive a = 1.

Sei die arithmetische Verkettung * erklart durch
axb=a- Hidbpgz)ﬂl fir a,b € Gz, sowie a * b = 0 sonst.

Offenbar gilt (ay,...,a,) * (b1, ..., bm) = (a1, ..., an,b1,...,by), so dafl Gz unter x*
abgeschlossen ist. Ferner ist a,b < a*xbund a,b € Gz wenn immer a xb € Gz.

Die Definition der Operation * lafit klar erkennen, dafl sie p.r. ist. Diese ist u.a.
niitzlich fiir folgende Verallgemeinerung von Op, die Wertverlaufsrekursion. Jedem
f € F,,1 entspricht eine Funktion f € F, 1, die definiert sei durch

F@0)=0 (=1) : F@b) =(f(@0),.... f(@b—1)) fiir b>0.
f kodiert den Wertverlauf von f. Sei nun F eine gegebene Funktion aus F,, 5. Dann
gibt es ganz dhnlich wie bei Op genau ein f € F,, ., das der Funktionalgleichung

Oq f(a,b) = F(a,b, f(a.b))

geniigt. Es gilt ndmlich f(a,0) = F(a,0,()) = F(a,0,1), f(a,1) = F(a,1,{f(a,0))),
f(@,2) = F(a,2,(f(a,o), f(a,1))) usw. f(d@,b) hiangt fiir b > 0 i.a. von allen Werten
f(@,0),..., f(d@,b—1) ab, nicht nur von f(@,b— 1) wie bei Op. Daher heifit Oq das
Schema der Wertverlaufsrekursion. Ein einfaches Beispiel ist die Folge (fn),en von
Fibonacci, definiert durch f0 =0, fl =1und fn= f(n—1)+ f(n—2) fir n > 2.
In der ,Normalform*“ Ogq ist hier F' (€ Fy) gegeben durch F(b,c) = b fiir b < 1 und
F(b,c) = (c)p—1 + (c)p—2 sonst. Mit diesem F gilt niamlich fn = F(n, fn) fiir alle n.

Op ist ein Sonderfall von Oq. Ist f = Op(g,h) und wird die Funktion F' durch
F(a,0,c¢) = g(@) und F(a,Sb,c) = h(a,b,(c),) erklirt, so erfiillt f mit diesem F
auch Oq, wie man unter Beachtung von f(a@,b) = (f(@, Sb)), leicht nachrechnet.

Satz 1.1. Sei f durch F mittels Oq definiert. Dann ist mit F' auch f p.r.

Beweis. Weil allgemein (cy, ..., c,) * (cpp1) = {co, ..., Cps1), geniigt f dem Schema

() fl@o)=1 ; f(asb)=[(@b)=(Fab, f(db))
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Die zweite Gleichung lit sich offenbar schreiben als f(a@,Sb) = h(a,b, f(@,b)), mit
h(@,b,c) = c* (F(d,b,c)), also ist h p.r. Nach (%) ist dann aber f p.r. Somit aber
auch f, denn f ist nach Ogq eine simple Komposition p.r. Funktionen. [

Neben der Wertverlaufsrekursion gibt es noch andere Rekursionsvorschriften, die
zwar berechenbare, aber nicht mehr p.r. Funktionen definieren. Beriihmtes Beispiel
ist die rekursive aber nicht mehr p.r. Ackermann-Funktion o € Fa, definiert durch

0cb=28b ; Sac0=acl ; SaoShb=ac-(Sa-b)

Wir prézisieren noch den fundamentalen und recht anschaulichen Begriff rekursiv
(oder effektiv) aufzahlbar. Eine Menge M C N heiit r.a. (= rekursiv aufzihlbar),
wenn M = {b € N | (3a€N)Rab} fiir eine rekursive Relation R C N?. Kurzum, M
ist der Nachbereich von R. In jedem Falle ist M dann zugleich auch der Vorbereich
einer rekursiven Relation, denn a € M < (3FbeN)R'ab mit R'ab < Rba.

Man beweist unschwer M # () ist r.a. genau dann, wenn M = ran f fiir eine rekursive
Funktion f € Fy, Ubung 4. Diese Kennzeichnung entspricht der Intuition in voll-
kommener Weise: Die schrittweise Berechnung von f0, f1,... liefert eine effektive
Aufzihlung von M im anschaulichen Sinne. Die leere Menge ist trivial r.a. Denn sie
ist der Vorbereich der sogar p.r. leeren 2-stelligen Relation. Deren charakteristische
Funktion ist nimlich gerade die eingangs vorgestellte Funktion KZ.

Allgemein heifie P C N” r.a., falls Pd < (FzeN)Q(x,d) fir ein (n + 1)-stelliges re-
kursives Pradikat (). Jedes rekursive Pradikat P ist auch r.a. Und zwar deshalb weil
Pd < (3b € N)P'(b,d), mit P'(b,d) < Pda (Hinzufiigen einer fiktiven Variablen).
Man hétte natiirlich nichtleere r.a. Mengen gleich als Bildmengen einstelliger re-
kursiver Funktionen erkldren konnen. Aber die anfangliche Definition hat, wie man
sieht, den Vorteil der natiirlichen Ansdehnbarkeit auf den n-stelligen Fall.

Ubungen

1. Sei f € F,,. Man zeige, f ist rekursiv genau dann, wenn graph f dies ist?.

2. Sei a < fa fiir alle a. Man zeige, mit f ist auch ran f p.r. bzw. rekursiv. Damit
ist ran f fiir jede echt monoton wachsende rekursive Funktion f € F; wieder
rekursiv. Das gilt iibrigens auch dann noch wenn f nur monoton ist, also
a<b = fa< fb. Obige Behauptung gilt auch fiir mehrstellige Funktionen
feF,, fallsay,...,a, < fafir alle @ € N* angenommen wird.

3. Man beweise, die Paarkodierung @: N x N +— N ist bijektiv.

4. Sei M eine nichtleere Teilmenge natiirlicher Zahlen. Man zeige, M ist genau
dann r.a. wenn M = ran f fiir ein rekursives f € F.

2)Es gibt rekursive Funktionen f, deren Graph p.r. ist, nicht aber f, [Fel, Seite 83]
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6.2 (Godelisierung

Godelisierung oder Arithmetisierung ist etwas grob formuliert die Beschreibung der
Syntax einer formalen Sprache £ und des Beweisen durch arithmetische Operatio-
nen mit natiirlichen Zahlen. Sie setzt die Kodierung von Zeichenfolgen iiber dem
Alphabet von £ durch natiirliche Zahlen voraus. Wortfunktionen und Wortpradi-
kate entsprechen auf diese Weise wohlbestimmten Funktionen und Préadikaten {iber
N. Dadurch lassen sich gleich mehrere Ziele erreichen. Erstens &8t sich die intuitive
Vorstellung von einer berechenbaren Wortfunktion durch den Begriff der rekursiven
Funktion prézisieren. Zweitens kann man syntaktische Pradikate wie z.B. ‘z € vara’
durch entsprechende arithmetische Pradikate ersetzen. Drittens lassen sich in forma-
len Theorien T' C L vermittels der Kodierung auch Aussagen iiber Wortfunktionen,
oder allgemeiner, iiber syntaktische Pradikate formulieren, die das Beweisen in T
mit vorgegebenen Mitteln betreffen.

Wir behandeln die Godelisierung der Syntax exemplarisch am Beispiel der formalen
Sprache £ = L, in den nichtlogischen Symbolen 0, S, +, -, die z.B. der Peanoarith-
metik PA zugrundliegt. Entsprechendes 148t sich fiir andere formale Sprachen vollig
analog durchfiithren, wie im Verlaufe der Betrachtungen leicht einzusehen ist.

Der erste Schritt ist, jedem Grundzeichen ¢ von £ umkehrbar eindeutig eine Zahl
1¢, seine Nummer zuzuordnen. Fiir £ = L, z.B. durch folgende Tabelle:

C’=ﬁ/\V( ) 0 S+ "Uo’vl..'
()1 3 5 7 9 11 13 15 17 19 21 23

Danach kodieren wir das Wort § = (o - - - ¢, durch seine Gddelzahl
<Jj<07 R ﬁ<n> - p(l)‘HjCO L p%L'HiCn

Beispiel. Der Term 0 und die Primformel 0 =0 haben die noch recht kleinen Godel-
zahlen 2'1%0 = 214 ynd 214.3%. 5™, Diese Kodierung nicht gerade 6konomisch. Aber
darauf kommt es hier nicht an. Es stort nicht, daBl die Nummer von = zugleich
Godelzahl des leeren Wortes ist. Denn = als Wort hat die Godelzahl 22 = 4.

Weil die Symbolnummern ungerade sind, kommt 2 immer in gerader Potenz in der
Primzerlegung der Godelzahl eines nichtleeren Wortes vor. Das hat die angenehme
Folge, daB sich die Godelzahlen von Formeln und Termen von den unten definierten
Godelzahlen endlicher Formelfolgen bequem unterscheiden lassen. &, 7, ¢ bezeichnen
im folgenden Worte (oder Zeichenfolgen) aus den Grundzeichen von L, deren Ge-
samtheit mit S, bezeichnet sei. 5 sei die Godelzahl des Wortes £ und & daher die der
Formel «v. Schreibt man &7 fiir die Verkettung von &, € 8, gilt offenbar ()" = Ex1),
mit der arithmetischen Verkettungsoperation * aus 6.1. $, = {£ | € € 8.} ist eine
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primitiv rekursive Teilmenge der Menge aller Godelzahlen, denn
nes; o ne Gz& (Vh<tn)2) (n)y.

Man mufl wenigstens voriibergehend zwischen dem Symbol ¢ und dem Wort ¢ un-
terscheiden, welches eigentlich die Einerfolge (¢) ist. ¢ = 2M4¢ ist die Godelzahl des
Wortes (. So hat der Primterm 0 die Godelzahl 0 = 2!+ (Terme sind stets Worte).
Ebenso mufl zwischen dem Symbol vy und dem Term v begrifflich unterschieden
werden. Der Term vy hat eine Godelzahl, das Symbol vy nur eine Nummer.

Bemerkung 1. Man kénnte von Anfang Formeln auch mit ihren Godelzahlen identifizie-
ren, so dafl syntaktische Priadikate von vornherein arithmetische sind und zwischen ¢ und
 nicht unterschieden wird. Das sollte aber erst geschehen, wenn die arithmetische Formu-
lierbarkeit der Syntax restlos klar ist. Ferner liefle sich das Alphabet von L, leicht durch
ein endliches ersetzen, z.B. bestehend aus =, -, ..., -, v, indem man vy durch v0, v; durch
vS0 usw. ersetzt. Andere oft anzutreffende Kodierungen entstehen durch Identifikation der
Buchstaben solcher Alphabete mit den Ziffern passender p-adischer Systeme.

Im folgenden sei stets W = {€ | € € W} fiir eine Menge W C 8.. Eine entspre-
chende Notation sei auch fiir mehrstellige Wortpréadikate P verwendet. P heifle p.r.
bzw. rekursiv, falls P p.r. bzw. rekursiv ist. Wenn also z.B. von einem rekursiven
Axiomensystem X C £ die Rede ist, meint man stets, X sei rekursiv. Auch andere
Redeweisen wie rekursiv aufzéhlbar oder représentierbar seien mittels obiger oder
einer dhnlichen Godelisierung auf Wortpradikate iibertragen.

Alle diese Bemerkungen beziehen sich nicht nur auf £ = L., sondern auf eine
beliebige gddelisierbare (oder arithmetisierbare) Sprache £, womit nur gemeint ist,
da £ endlich oder abzéhlbar viele genau spezifizierte Grundsymbole besitzt, damit
den Zeichenfolgen Zahlenkodes in berechenbarer Weise zugeordnet werden koénnen.
Damit erhalten auch die in 3.3 schon benutzten Begriffe einer axiomatisierbaren
oder entscheidbaren Theorie einen restlos klaren Sinn. Man muf3 natiirlich zwischen
den Axiomen und den Sédtzen einer axiomatischen Theorie deutlich unterscheiden.
Denn die Axiomensysteme der wichtigsten Theorien wie etwa PA und ZFC erweisen
sich als p.r. Doch sind diese Theorien als Satzmengen nach 6.5 unentscheidbar.

Das Hauptziel des Unternehmens ist die Arithmetisierung des formalen Beweisens.
Deshalb bezeichne - der Eindeutigkeit halber den Hilbertkalkiil aus 3.6, bestehend
aus dem Axiomensystem A mit den dort genannten Axiomenschemata Al - A10 und
MP als Schlufiregel, jeweils bezogen auf eine fest gewéhlte godelisierbare Sprache L.

Analog wie bei Zeichenfolgen heifle fiir eine Formelfolge ® = (ipq,...,¢,) von L-
Formeln @ := (£0, - - -, ¢n) deren Gadelzahl. Das betrifft speziell den Fall, dal ¢ ein
Beweis aus X (C £) im Sinne von 3.6 ist, der i.a. auch Formeln aus A enthélt. Stets
ist & # £ fiir alle € € 8. Denn (®)y = ¢y ist gerade, also 2|(®),, withrend immer
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2) (S)O, weil die Symbolnummern ungerade sind. Dies setzen wir wie im Beispiel
L = L, stets voraus, um eben in dieser Weise schlieffen zu kénnen.

Seinun 7" (C L°) eine durch ein Axiomensystem X C T  axiomatisierte Theorie, etwa
PA oder auch die Theorie ZFC, deren Sprache einfacher ist als L,., was natiirlich
auch die Kodierung vereinfacht. Ein Beweis ® = (¢o,...,,) aus X heile auch
ein Beweis in T — man fafit X hierbei stillschweigend als wesentlichen Bestandteil
von T auf. Dem syntaktischen Priadikat ‘® ist ein Beweis in 77 moge das einstellige
arithmetische Prédikat beweis,, entsprechen, und den Pridikaten ‘® ist ein Beweis fiir
a’ (dem letztem Glied von ®) und ‘es gibt einen Beweis fiir v in 77 die arithmetischen
Pradikate bewr bzw. bwbr. Ihre prazisen Definitionen lauten:

(1) beweis,(b) & be Gz & b#1
& (VE<)[(b)r € X UAV (Fi,j < E)(D)s = (b); = (b)),

(2)  bewr(b,a) < beweis, (b) & a = (b)ast, (3) bwbr(a) < b bewr(b,a).

Dabei definiert man die p.r. Funktionen =, A, = durch ©a = <xa, aAb = (xa* A xbx)
und a > b = =(a A b). Den Definitionen (1), (2), (3) entnimmt man leicht

4) Fr a < es gibt ein n mit bewr(n, &) < bwbyp(d),

(4)

(5) bewr(c,a) & bewr(d,a =b) = bewr(c*dx* (b),b), fur alle a,b, ¢, d,
(6) bwbr(a) & bwbr(a =b) = bwbr(b), fiir alle a, b,

(

7) bwbyp(d) & bwbr((a — 5)) = bwbr (), fir alle Formeln «, .

(4) ist klar, denn ist Fr a < es gibt einen Beweis @ fiir « < In bewr(n, &) (man
wéhle n = ®@). (5) erzéhlt uns in arithmetischer Sprache die bekannte Geschichte,
daB Verketten von Beweisen fiir o, & — (3 und Anhéngen von 3 einen Beweis fiir

ergibt. Partikularisierung liefert sofort (6). Hieraus ergibt sich (7) mit a = &, b = f.

Bemerkung 2. Wir benétigen (5),(6),(7) erst in 7.1, aber es ist fiir die spitere Beweis-
iibertragung nach PA lehrreich, (5) zuerst naiv zu verifizieren. Dies ist einfach, wenn man
folgende Fakten benutzt: Fiir alle a,b € Gz ist £(axb) = La+ ¢b, (a*b); = (a); fiir i < {a,
(a * b)gqri = (b); fiir i<lb, und £{c) = 1, ({c))o = c fiir alle c. Wir weisen darauf hin, daf
(Vk<b)(b)x € L rechts in (1) nicht erscheint. Dies ist auch nicht nétig, denn induktiv iiber
die Beweislinge folgt gemiB Ubung 2 leicht beweis,, (b) = (Vk<£b)(b)y € L.

Nun machen wir uns an die eigentliche Arbeit und zeigen, daf§ die syntaktischen
Grundbegriffe bis hin zum Prédikat bewr alle primitiv rekursiv sind. In 6.5 spielt
im Grunde nur ihre Rekursivitéit eine Rolle; erst in Kapitel 7 wird wesentlich von
ihrem primitiv rekursiven Charakter Gebrauch gemacht. Wir kehren dabei zu un-
serer Beispielsprache £ = L, zuriick, weil die Beweise der folgenden Lemmata von
der Syntax der Sprache und der gewihlten Kodierung nicht ganz unabhéngig sind.
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Wir erkliren nun auch n=m := nx = «m (= n*2%xm) und V(i,n) := Vxi*n. Auch
J sei entsprechend erklirt. Fiir S, +, - sei schlieBlich Sn = S*n, nd+m = (xnx++xm*)
und analog fiir -. Dann gelten z.B. (s=t)" = §=t, (St)" = St, sowie (Voa) = Vid

(= V(&,a&)). Alle diese Funktionen sind offensichtlich primitiv rekursiv.

Die Menge V der Variablenterme ist p.r. Denn n € V < (3k<n) n = 222+2% Damit
ist auch Ty := VU{0}, die Menge aller Primterme von £, p.r. Fiir beliebige Worte
&,n bedeute & < n iiberall, dafl 5 < 7. Zum Beispiel ist £ < n, falls £ ein Teilwort
von 7 ist, d.h. n = 9,9, fiir gewisse ¥4, 92. Das folgt unmittelbar aus der leicht
verifizierbaren Eigenschaft a,b < a x b fiir Godelzahlen a, b.

Lemma 2.1. Die Menge T aller Terme ist primitiv rekursiv.
Beweis. Entsprechend der rekursiven Definition von 7 ist ¢ € 7 genau dann, wenn
t € TprimV (Tt ta <H[t1, 0o €T & (t=8t1 V= (t1 +t2) V= (t1 - t2))].
Daher gilt auch die entsprechende arithmetische Aquivalenz, niamlich
*x) neT ene€TymV @i k<n)ikeT & Qn,i,k)]

mit Q(n,i,k) & (n = SiVn = itk Vn = i-k). Wir zeigen nun, wie man diese
sinformelle Definition“ von 7, die auf der rechten Seite aber nur Bezug nimmt auf
kleinere Elemente von 7, in eine Wertverlaufsrekursion von Xt verwandelt, womit

X; (also T) als p.r. nachgewiesen wire. Wir betrachten zu diesem Zwecke das sicher

p.r. 2-stellige arithmetische Pridikat P, definiert durch
P(a,n) < n € TpumV (3i,k <n)[(a); = (a)r = 1 & Q(n, i, k)).

Fiir den Zweck des Beweises werde die charakteristische Funktion X,; mit f bezeich-
net. Wir behaupten, f erfiillt die Rekursionsgleichung

Oq: fn=Xp(fn,n) (fnz(f(O),...,f(n—l)))
und ist nach Satz 1.1 damit p.r. Oq gilt, weil fi = fk=1< i,k e 7 und
nel & ne€TumVQ3ik<n)fi=fk=1%& Q(n,i k)] (nach (x))
& P(fn,n) (weil (fn); = fi und (fn)y = fk).

Hieraus folgt aber sofort fn =1 < Xp(fn,n) = 1 und damit offenbar auch Oq. [J

Lemma 2.2. Die Menge L (= L,,) aller Formeln ist primitiv rekursiv.

Beweis. L, ist p.r. Denn n € ﬁpTim & (Fi,k < n)i,k € T &n =i= k.
Beachtet man vy < ¢ fiir jedes ¢ € L, so ist das Pradikat ‘¢ € L’ fiir ein beliebiges
Wort ¢ aus 8, offenbar gekennzeichnet durch
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0 € LyimVFa, b,z <@)a,fe L&z eV&(p=-aVe=(anrB)Vp=Vza).

Diese informelle Definition verwandelt man nun ganz analog wie in Lemma 2.1
in eine Wertverlaufsrekursion der charakteristischen Funktion von £ mittels der
charakteristischen Funktion des gewify p.r. Pradikats P, das definiert sei durch

Pla,n) & ne€Lym V ik j<n)(a)i=(a)p=1& jeV
&(n==ivn=1ii kVn=VYjk)]. [

Ausgehend von der Substitution & — ¢ L, die nicht fiir alle Zeichenfolgen &, son-
dern nur fiir Formeln und Terme von Interesse ist, 148t sich nun unschwer eine p.r.
Funktion (m, i, k) — [m]¥ definieren mit

(x) [L=(L) firalleéc LUT.

x

Man iibersetzt dazu die Rekursionsgleichungen fiir € £ zunéichst einmal in entspre-
chende Forderungen an [m]¥. Fiir allem € LU7,i €V und k € N sei

[m]F =k falls i =m € ’Z;m-m, [m]¥ =m falls i £ m € j;;w'*rn? [Fm]k = =[m]*

[Sm]k = S[m]¥, [m+n]k = [m]¥+[n]¥ und analog fiir -, » und =,

VjmlE =V(j,m) fiic j =1, [Vjm]F = V(j, [m]}) fiic j # .

Fiir alle iibrigen Tripel m, i,k sei [m]F = 0. Wir iiberlassen es dem Leser, hieraus
eine Wertverlaufsrekursion zur Bestimmung von [m]¥ durch p.r. Fallunterscheidung
so zu basteln, dafl die angegebenen Bedingungen und damit (%) erfiillt sind.

Man sieht leicht, dal das Pradikat ‘x kommt in £ vor’, kurz ‘x € varé’ p.r. ist. Denn
xe€var{ & v eV & (In, Y < &)(§ = nxv). Ersetzt man rechts x durch Vz, ergibt
sich ‘x € ghda’ als p.r. zu erkennen. Auch das zweistellige Pridikat ‘z € freia’ ist
pr.Dennz € freia & zeV&al#a (s zeV & [d)? # ). Folglich ist auch
L° p.r. Nach diesen Vorbereitungen beweisen wir

Lemma 2.3. Die Menge A der logischen Aziome ist primitiv rekursiv.

Beweis. Al ist p.r. weil ¢ € Al genau dann, wenn

(Fa, B8,y <), B,ye L& o= (a—F -7 —(a—PF) >

Die Kennzeichnung des entsprechenden arithmetischen Pradikats verwendet die p.r.
Funktion = . Ahnlich argumentiert man fiir A2 - A4. Fiir eine p.r. Kennzeichnung
von A5 benutzt man, dafl ‘e, £ kollisionsfrei’ p.r. ist, denn dies trifft zu genau dann,
wenn (Vy<a)(y € gbhda & y € vart = y = x). Ferner ist das von ¢, a, x, t abhéngige
Pridikat ‘¢ = Vra —a L’ p.r. wie man unter Verwendung von (m, i, k) +— [m]¥ leicht
sieht. Mithin ist auch A5 p.r. Denn ¢ gehort zu A5 genau dann, wenn

Fa,rt<p)ace L& reV&teT & p=Vra—-al & a,% kollisionsfrei).
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Analog sieht man, daf§ auch A6 - A10 p.r. sind, also ist jedes der Schemata A7 p.r.
und somit auch Ay := A1 U --- U A10. Dann gilt dasselbe aber fiir A. Denn weil
k — fvy sicher p.r. ist, und weil jedes a € A eine Darstellung o = VZap mit einem
(eventuell leeren) Préfix VZ und einem ag € A hat, gilt offenbar

nelh & nel& @mk<n)n=mxk&21m& ke A,
& (Vi<tm)(2li & (m); =Y V 2fi & (Fk<n)(m); = fvi)].

Die zweite Zeile dieser Formel erzéihlt uns, dal m die Godelzahl eines Préfixes der
Gestalt Vaq - - - Va; mit 21 = fm ist. [

Diese Lemmata gelten vollig analog fiir jede godelisierbare Sprache. Damit ist fiir
jedes p.r. bzw. rekursive Axiomensystem X auch X U A p.r. bzw. rekursiv. Das
betrifft insbesondere die Axiomensysteme von PA und ZFC. Diese sind wie fast
alle gebréduchlichen Axiomensysteme trotz ihrer unterschiedlichen Stérke p.r., was
man dhnlich beweist wie fiir A. Sie sind aus rekursionstheoretischer Perspektive also
ziemlich banal. Das folgende Hauptergebnis des Abschnitts ist aber ganz unabhéngig
von der Stérke von T'. Diese spielt erst eine Rolle, wenn man iiber bewr und bwbr
1m Rahmen von T etwas beweisen will, wie dies in 7.1 geschieht.

Satz 2.4. Sei X ein p.r. Axiomensystem fiir eine Theorie T einer godelisierbaren
Sprache. Dann ist das Prdadikat bewr p.r. Hingegen sind bwby und T selbst i.a. nur
rekursiv aufzdihlbar. Dasselbe gilt, wenn hier tiberall rekursiv statt p.r. gesagt wird.

Beweis. (1) und (2) Seite 178 zeigen, dafl bewr p.r. ist. Damit ist bwbr r.a. gemés
Definition dieses Begriffs, und zwar auch dann, wenn X und damit bewy nur rekursiv
statt p.r. sind. Dasselbe gilt fiir T'; denn a € T < 3b(bewr(b, a)) & a € L°) und L°
ist rekursiv (sogar p.r.) wie vor Lemma 2.3 festgestellt wurde. []

Dieses Ergebnis kann nur unter besonderen Umstédnden verbessert werden. bwby ist
z.B. fiir T'= Q zwar r.a., nicht aber rekursiv wie in 6.5 nachgewiesen wird.

Ubungen

1. Man beweise: hat eine Theorie T ein rekursiv aufzdhlbares Axiomensystem, so
besitzt T" auch ein rekursives Axiomensystem (W. Craig).

2. Man zeige (fir £ = Lq): a,a>b € L = b € L, fiir alle a,b € N (die
arithmetische Version von a, a —¢& € £ = £ € L, vergleiche Ubung 2 in 2.2).

3. Essei T (C L) axiomatisierbar und o € L. Man definiere ein p.r. f € Fy
mit bewryo(P, 9) = bewr(f(P,q), (o —¢)) fiir alle ¢ (Arithmetisierung des
Deduktionstheorems). Daraus schlieBe man bwbri,¢$ < bwbr(a —).

4. Man zeige, die Menge aller quantorenfreien a € £2, mit N F « ist p.r.
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6.3 Repriasentierbarkeit arithmetischer Pradikate

Wir betrachten zuerst die endlich axiomatisierte Theorie Q mit den Axiomen
Ql: Vx Sz #0 Q2: VaVy(Szx=Sy —z=y) Q3: (Vx#0)Iyx=Sy
Q4: Vex+ 0=z Q5 VaVy x + Sy=S(z +y)

Q6: Vxx-0=0 Q7: VaVyz-Sy=z-y+x

Diese Axiome kennzeichnen Q als bescheidene Subtheorie der Peano-Arithmetik PA.
Beide Theorien sind formuliert in £,,., der Sprache 1. Stufe in 0, S, 4+, -.

In Q, PA und allen weiteren Theorien in L, seien < und < explizit definiert durch
r<y< zz+r=yund x <y < x < yarxrFy. Wie bisher sei n der Term S"0.

Aus den Resultaten dieses und des néchsten Abschnitts wird sich nicht nur die rekur-
sive Unentscheidbarkeit von Q ergeben, sondern auch die jeder Subtheorie und jeder
konsistenten Erweiterung von Q, siche 6.5. Wéren wir nur auf Unentscheidbarkeits-
resultate aus, liele sich der Beweis des Repréasentationssatzes 4.2 durch Vermehrung
der Anfangsfunktionen und Elimination des Schemas der primitiven Rekursion etwas
vereinfachen, doch verwischt ein solches Vorgehen den fiir einige Details in Kapitel 7
wichtigen Unterschied zwischen primitiv rekursiven und p-rekursiven Funktionen.

Wir zeigen induktiv Fq n# Sn fiir alle n. Denn Fq 07 S0 ist klar nach Q1 und der
Induktionsschritt folgt aus n# Sn Fq Sn # SSn, weil Sn=_38Sn Fq n=35n nach Q2.
Hier handelt es sich um eine Metainduktion (Induktion in der Metatheorie, zu der
die natiirlichen Zahlen stets gehoren). In PA ist z.B. Va x # Sz leicht durch Induktion
in der Theorie beweisbar. Q aber ist so schwach, dal Vz x # Sz dort unbeweisbar
ist. Dies ergibt sich daraus, dal (NU{oc}, 0,8, +, ) alle Axiome von Q erfiillt, nicht
aber . Dabei sei oo ein neues Objekt und die Operationen S, +,+ von N wie folgt
auf NU {oo} erweitert: Soco = 00, 00«0 =0, oo - n = n fiir alle n > 0, sowie

o+n=n+oo=00+00=n-00 =00 fir alle n.

Dieses Modell zeigt, daf viele bekannte Rechengesetze in Q unbeweisbar sind, die uns
sagen, daBB N mit obiger Definition von < ein geordneter kommutativer Halbring
mit kleinstem Element 0 und Einselement 1 (:= 80) ist, in dem Sz (:= z + 1)
unmittelbarer Nachfolger von z ist. Die dies leistenden Rechengesetze denken wir
uns in folgendem Axiomensystem N zusammengefaf3t.

NO: 2+ 0=z NI: z4+y=y+x N2 (z+y)+z=z+ (y+2)
N3: z-1=x Nd: z-y=y-x N5: (x-y)-z=z-(y-2)
N6: v+ z2=y+z2z—-o=y N:z<yvy<z N& z-(y+z2)=z-y+z-z
N9 z<ye—zr+1<y N10: 2 <0 —-2=0
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V-Quantoren in den Axiomen wurden unterdriickt. N ist wie Q eine Subtheorie von
PA (sieche Ubung 2 in 3.3) und wird in der Literatur auch mit PA~ bezeichnet.

In diesem Abschnitt schreiben wir einfach nur F« fiir Fq o und o F § fiir a g 3
usw. Auch schreiben wir gelegentlich o = 5 F v fiir o F S und 3 - v. Die Benutzung
des Symbols F in folgenden Ableitungen erleichtert die Ubersicht und macht die
dabei verwendete Metainduktion etwas plastischer. Einige der Beweise kann man
als ,, Verlegungen von Induktionen in PA in die Metatheorie® ansehen. So entspricht
dem induktiven (genauer, metainduktiven) Beweis von CO in Q dem induktiven
Beweis von Sx + y=x + Sy in PA. Wir zeigen fiir alle n, m

CO: FSz+n=ux+ Sn,
Cl: Fm+n=m-+n, m-n=m-n, C2: Fm#n falls m #n,

C3: Fm<n fallsm <n, C4: l—my(@ fallsm;(n,

Ch: z<ntx=0v ... vr=n, C6: Fz<n v n<uz.

Ch ergibt offenbar r <nkFx=0v ... ve=n—1 Kurz, z <n F \/i<n:v=g'. Dies ist
die leere Disjunktion fiir n = 0, also 1. Die nachfolgenden Beweise erfolgen induktiv
iiber n. Man beachte dabei stets 0 =0 und Sn =Sn =n + 1.

CO0: Klar fiir n = 0, weil F Sz + 0=Sz=3S(z + 0) =2 + S0 nach Q4,Q5. Annahme:
Sz +n=x+ Sn. Dann folgt Sz 4+ Sn=S(Sx +n)=S(z + Sn) =x + SSn. Das beweist
Sxr+n=x+38nt -+ Sn=x+ SSn und damit den Induktionsschritt.

Cl: Nach Q4 ist F m 4+ 0=m, und weil m = m+0, ist - m + 0=m + 0. Aus
Fm+mn=m + n (Induktionsannahme) folgt mit Q5 - m+Sn=S(m+n)=Sm+n
und der letzte Term ist derselbe wie m + Sn. Das beweist den Induktionsschritt.
Analog zeigt man - m -n=m -n mit Q6, Q7 und dem schon Bewiesenen.

C2: m # 0 impliziert m = Sk fiir ein k. Damit - m #0 nach Q1. Sei m # Sn.
Dann ist sicher = m # Sn falls m = 0 oder m = n (wegen b n # Sn, siehe Vorseite).
Andernfalls ist m = Sk fiir ein k mit k # n — sonst wire m = Sn. Weil F k£ # n nach
Induktionsannahme, ergibt sich - m # Sn nach Q2.

C3: m < nimpliziert k+m = n fiir ein k, also k + m = n. Das ergibt - k+m = n nach
C1, und folglich Fm < n. Der Beweis von C4 sei dem Leser als Ubung iiberlassen.

C5: Klar fiir n =0, weil x < 0,2#0F 3282=0F 1 nach Q3, Q5, Q1. Gleichwertig
mit der Induktionsbehauptung ist = < Sn, z#0 F \/I7 2=1. Dies folgt aus

r<8n,x#0 FJyIz(r=Syrz+Sy=5n) (Q3)
F3y(z=8yry <n) (Q5, Q2)
F3y(z=Syr V,c, y=1) (Induktionsannahme)
Fy(r=sya Vi sy=i) = Vijo=i
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C6: Klar fiir n = 0, weil bereits - 0 < x nach Q4. Sonst ist n < x - JySy+n==z. Das
aber ergibt n < x - Sn < x nach CO0. Ferner ergibt C5 leicht x < n F x < Sn. Damit
folgt der Induktionsschritt: t <nvn<z F z<nvn<z F z<8Snv3n <z

Nach diesen Vorbereitungen nun die folgende entscheidende

Definition. P C N” heifle ziffernweise reprisentierbar oder kurz reprdisentierbar in
T D QY falls es ein o = a(¥) gibt (eine reprisentierende Formel) mit

R":  Pad = Frala) : R™: =Pd = Fp —a(a).

Beispiele. Die Identitétsrelation {(a, a) | a € N} wird représentiert durch die Formel
x=y. Denn F a=b fiir a = b ist trivial, und F a#b fiir a # b gilt nach C2. Die
Formel z < y représentiert gemafl C3, C4 das <-Préadikat. Dieses wird auch durch
die zu z < y in Q nicht dquivalente Formel Vz x # 2z + Sy représentiert. Die leere
Menge wird durch x # z reprasentiert, aber auch durch jede Aussage o mit —a € Q.

Ein in Q durch « reprisentiertes P ist im anschaulichen Sinne rekursiv: Man braucht
ja nur die Aufzdhlungsmaschine fiir Q einzuschalten und abzuwarten bis /(@) oder
—(d@) erscheint. Mehr dariiber in 6.4. Fiir konsistente 7' O Q gelten mit R, R~
offenbar auch deren Umkehrungen, also Pd < k¢ «(@d) und —Pd < bFr —a(d).

Die Menge der in T repréasentierbaren n-stelligen Pradikate ist abgeschlossen ge-
geniiber Vereinigung, Durchschnitt und Komplementen, sowie gegeniiber Vertau-
schung, Gleichsetzung und Hinzufiigen fiktiver Argumente. Werden z.B. P, ) durch
a(Z), B(¥) reprisentiert, so PN Q offenbar durch (%) » 5(Z) und =P durch —«a(Z).
Ein in Q représentiertes Pradikat P ist ferner in jeder Erweiterung von Q mit demsel-
ben Formel o reprisentierbar, speziell in Th N, wobei N stets das Standardmodell
(N,0,8,+,-) bezeichnet. Weil N' E «(a) gleichwertig ist mit N' E « [@], bedeuten
Reprisentierbarkeit von P in ThN und Definierbarkeit von P in N durch « im
Sinne von 2.3 ein und dasselbe.

Man konnte f € F,, als reprasentierbar bezeichnen, wenn graph f reprasentierbar
ist. Dies erweist sich jedoch als dquivalent mit einer schérferen Form der Représen-
tierbarkeit von Funktionen, der wir uns spéter zuwenden werden.

Die in N, d.h. mit 0,8, +, definierbaren Pridikate und Funktionen heiflen nach
[Go2] arithmetisch. Von jetzt ab habe dieses Wort stets diese Bedeutung. Die arith-
metischen Pradikate umfassen die repriasentierbaren. Um mehr iiber diese Objekte
zu erfahren, betrachten wir deren definierende Formeln etwas néher. Primformeln in

3)Das wird der Einfachheit halber angenommen. Der Begriff ist fiir alle godelisierbaren Theorien
wohldefiniert. In [Go2] heiflen représentierbare Pridikate entscheidungsdefinit, in [HB] vertretbar,
in [K1] numeralwise expressible, in [TMR] definable, in [Hej] entscheidbar und in [En] representable.
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L, sind Gleichungen, auch diophantische Gleichungen genannt. Ist 0(Z, ) eine sol-
che Gleichung mit Pad < N E 3yd(d, 7), so heiit das Priadikat P diophantisch. Ein
einfaches Beispiel ist <, denn a < b< Jyy+a = b¥. So sind alle durch 3-Formeln
7o in N definierbaren Pridikate diophantisch. Der Nachweis ist recht einfach: man
denke man sich die quantorenfreie Formel ¢ mittels A, v aus Literalen aufgebaut
und nutze beim induktiven Nachweis iiber ¢ die Aquivalenzen

s#Ft =n F2(Sz+s=tvSz+t=5s),
s1=U Asg=ty =x S{+H1E] 455+ 15 =2(s1t1 + Sal),
S1=t1 Vv So=1lo =pn 5152+ L1ta=s51l2 + Sol7.
Eine nicht nur fiir Fragen der Repréasentierbarkeit niitzliche Klassifikation arithme-
tischer Formeln und Préadikate liefert folgende in 6.7 verallgemeinerte

Definition. Eine Formel heifle Aq oder eine Ag-Formel, wenn sie aus Primformeln
von L, durch A, —und beschrdnkte Quantifizierung erzeugt wird, d.h. mit « ist auch
(Vx<t)a eine Ag-Formel; dabei sei ¢ ein beliebiger Term in £,, mit « ¢ vart. Ist ¢
Ay, so heifit jede Formel der Gestalt 3Zp eine X1 -Formel und VZ¢ eine I1;-Formel.
Ferner: das Pradikat P C N™ heifit Ag, X1 bzw. II;, wenn P durch eine Ag-Formel,
eine Y;-Formel bzw. eine II;-Formel in N definiert ist. Ay, 3 und II; bezeichnen
die Mengen der Ay-, ¥1- bzw. II;-Pradikate. Es sei Ay := 31 N1l;.

Man nennt eine Formel schon dann Ag, >; bzw. I1;, wenn sie zu einer oben genannten
nur dquivalent ist. In diesem Sinne sind mit o z.B. auch (3z<t) a (= ~(Vo<t)-a)
und (Vz<t)a (= (Vo<t)(z=t v a)) Ap-Formeln. Man beachte, A; besteht aus den
Pradikaten, die sowohl ¥- als auch II;-definierbar sind; gleichwertig, P und =P
gehoren beide zu X1, denn II; besteht offenbar gerade aus den Komplementen der
P € X. Nach Ubung 3 in 2.4 sind X»J; und IT; unter Vereinigung und Durchschnitten
von Pridikaten jeweils gleicher Stellenzahl abgeschlossen, und A; auflerdem unter
Komplementen. Man beachte, mit P € N™ und ¢y, . . ., g, € F,, ist auch das Pradikat
Q= Plgi,...,gm) X1; denn Qi < (I € N™)[Pb & A", b = gid).

Beispiele. Diophantische Gleichungen sind die einfachsten Ag-Formeln. Dazu geho-
ren die Formeln y=t(Z) mit y ¢ vart, die die Termfunktionen @ — #V (@) definieren.
Weil alb < (Je<b)a - ¢ = b, sind Teilbarkeit und damit auch das Pradikat prim A.
Dasselbe gilt fir die durch a Lb < Ve(cla,b = ¢ = 1) definierte Relation L der
Teilerfremdheit. Weil p(a,b) = ¢ < 2¢ = (a + b)* + 3a + b, ist die Paarkodierung ¢
(genauer, graphgp) Ag. Diophantische Priadikate sind ;. Nach Satz 5.6 gilt bemer-
kenswerterweise auch die Umkehrung, obwohl man ldngere Zeit vermutet hatte, dafl
z.B. die Menge P, = {a € N | (Vp<a)(primp & pla = p = 2)} der Potenzen von 2
nicht diophantisch sei. Diese ist sicher Ay.

)

eine der schnelleren Lesbarkeit halber benutzte informelle Schreibweise fiir N' = Jyy +a=b.
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Bemerkung 1. Sogar das Priadikat ‘a” = ¢’ ist Ag, aber dieser Nachweis ist aufwendig.
Schon der in 6.4 erbrachte Nachweis, dafl dieses Pridikat tiberhaupt arithmetisch ist,
kostet Miihe. Frithere Resultate von Bennet, Paris, Pudlak u.a. werden in [BD] wie folgt
verallgemeinert: Ist f € F41 (genauer, graphf) Ao, so auch g: (@,n) — [[;, f(@, i),
und die Rekursionsgleichung ¢(Z, Sy) = g(Z,y) « f(&,y) ist bereits in Ay beweisbar, einer
wichtigen Abschwéchung von PA. Diese Theorie entsteht aus N durch Hinzufiigen des
auf Ag-Formeln beschrinkten Induktionsschemas und spielt eine vielseitige Rolle, siehe
z.B. [Kra]. Induktiv iiber die Ap-Formeln folgt leicht, dafl alle Ayp-Préadikate p.r. sind. Die
Umkehrung gilt nicht. Ein Beispiel ist die sehr schnell wachsende p.r. Hyperexponentz{'zation

mit hex(a,0) = 1 und hex(a, Sb) = a"**(*b). Anschaulich formuliert hex(a,n) = a®’

n

Ein modelltheoretischer Blick auf Q wird uns einen schnellen Beweis von Satz 3.1
ermoglichen. Er sagt, daf§ schon die relativ schwache Theorie Q X1-vollstindig ist.
Er wird fiir PA in 7.1 noch wesentlich verschérft. Formuliert als ‘+q « oder Fq —«
fiir Ag-Aussagen o’ konnte der Satz auch rein beweistheoretisch verifiziert werden.
C1 und C2 garantieren, dafi n — n" eine Einbettung von A in ein beliebiges A E Q
darstellt. Also ist AV ein Primmodell von Q im Sinne von 5.1, 0.B.d.A. also N' C A.
Nach C5 ist A sogar Enderweiterung von N: alle Elemente aus A\N befinden sich
~am Ende“ von A, oder fiir alle a € A, b € N folgt aus a <* b auch a € N.

Satz 3.1 (iiber die X;-Vollstindigkeit der Theorie Q). Jede in N wahre ;-
Aussage ist in Q und damit in jeder Theorie T O Q schon beweisbar.

Beweis. Es geniigt zu zeigen: fiir beliebiges A F Q mit NV C A gilt
(x) NEa & AEa, fir alle Ap-Aussagen a.

In der Tat, sei N F 3Zp(Z) mit der Ag-Formel o(Z) und N E « := (a@). Nach (%) ist
A E « fir jedes A E Q. Daher Fq a und so Fq 3%¢(Z). Nun zum Beweis von () .
Dies gilt sicher fiir alle Primaussagen a. Induktion iiber A, = ist klar. Es verbleibt der
Schritt iiber die beschrinkte Quantifizierung. Annahme: Sei N E (Va<t)5(z) € LS,
wobei [(z) Ag ist und vart = 0 (weil x ¢ vart). Ferner sei w: Var — A und
a = ¥ <A tA GewiB ist t4 =tV € N, weil vart = ). Also a € N, denn A ist
Enderweiterung von A. Mithin a < #V. Das ergibt N’ £ 3(a) nach der Annahme
und so A E f(a) geméf Induktionsvoraussetzung. Folglich A F (Vax<t)s3, denn w
war beliebig. Die Richtung < im Induktionsschritt ist wegen N' C A offenkundig.
Damit ist dieser ausgefiihrt und (%) somit bewiesen. [

Ist p(Z) A, gilt nach diesem Satz mit N E ¢(@) auch Fq ¢(@) und mit N F —p(Q@)
auch Fq —¢(@). Denn ¢(@) und —¢(@) sind trivialerweise ¥;. Wir erhalten so das

Korollar 3.2. Jede Ag-Formel reprisentiert in Q das durch sie in N definierte
Prddikat.
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Lemma 3.3. Es sei P C N"™! reprisentiert durch o(Z,y), sowie z ¢ freic. Dann
reprasentieren (3z<y)a(Z, z) und (Vz<y)a(Z, z) die Pradikate Q und R mit

Q(d,b) < (Je<b)P(d,c) bzw. R(d,b) < (Ve<b)P(d,c).

Beweis. R": Es gelte Q(@,b), d.h. P(a@,c) fiir ein ¢ < b. Dann ist Fa(d@,c) A ¢ < b.
Folglich F (Jz<b)a(d, z). Zum Beweis von R™ sei =Q(d, b) und damit - —a(d, 7) fur
alle 7 < b. Mit C5 Seite 183 ergibt dies z < b F \/,_, 2=1 F —a(d, z) und folglich
z < bk =-a(d, z). Daher F (Vz<b)—a(d, z) = =(3z<b)a(d, z), womit R~ gezeigt ist.
Fiir das Préadikat R geniigt der Hinweis auf R(d@,b) < —(Je<b)-P(ad,c). [A

Wegen (3z2<y)a i = (Jz<y)a i v a sind nach diesem Lemma mit P auch die durch
(e<b)P(d, c) und (Ve<b)P(a, c¢) definierten Pridikate représentierbar.

Wir erkldren nun den Begriff der reprisentierbaren Funktion nach [TMR]. Man
konnte z.B. auch von funktional reprdsentierbar reden, aber der neue Begrift wird
sich alsbald als gleichwertig mit der Représentierbarkeit von graph f erweisen.

Definition. f € F,, heifle reprasentierbar in 7" (ohne den Zusatz ‘in 7”7 meinen wir
stets T'= Q), wenn fiir eine gewisse Formel ¢(Z,y) und alle @ € N

R*: Frpop(d fa), R=:  o(dy)Fry=fa.

Ist f durch ¢ représentiert, so durch dasselbe  auch graph f. Denn je nachdem ob
(d@,b) € graph f oder nicht, ist b = fd oder b # fd und somit Fr ¢(d,b) nach RY,
bzw. b7 —p(d,b) nach C2 und R~=. Man sieht leicht, da RT und R~ zusammen
ersetzt werden kénnen durch die einzige Bedingung y= fd =r o(d,y) fiir alle a.

Hat P eine reprasentierende Ag-, ¥1- bzw. II;-Formel, heifle P auch Ay-, X1- bzw.
IT;-reprasentierbar. Ist P Y- und Il;-repriasentierbar, heifle P A;-reprasentierbar.
Analoge Redeweisen verwenden wir fiir Funktionen. Satz 4.5 wird zeigen, dafl alle
irgendwie reprisentierbaren Préadikate immer auch A;-représentierbar sind.

Lemma 3.4. (a) Sei P C N"™! durch a(Z,y) reprisentiert und Va3bP(d,b). Dann
wird f: d— pb[P(ad,b)] durch o(Z,y) := a(Z,y)r (Vz<y)—a(Z, z) reprasentiert. Ist
P Ai-reprasentierbar, so ist f Xi-reprisentierbar. (b) f ist reprisentierbar, falls
graph [ reprdisentierbar ist, und insbesondere Ag-reprasentierbar, falls graph f dies
ist. (c) Ist f Xy-reprasentierbar, so ist f auch Ily-reprasentierbar. (d) Ist Xp -
reprasentierbar, so ist P Ai-reprdasentierbar.

Beweis. (a) Die Formel (7, y) repréasentiert nach Lemma 3.3 das durch sie defi-
nierte Pradikat und dies ist offenbar graph f. Es verbleibt daher der Beweis von

Rz: al@y)  (Va<y)ma(d,2) Fy= /@

Sei b := fd. Dann ist b<y F (Fz<y)a(a, z), weil - a(d,b). Kontraposition liefert
(Ve<y)—a(d,z) Fb £ y. Nach C5 und R™ gilt y < bk \/,_,y=1itF —a(d,y). Daher
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a(d,y) Fy £ b Also a(d y)a(Ve<y)a(@y) Fy £ b rb £y b y=b gemiB
C6. Das beweist Rj5. Zum Beweis der Zusatzbehauptung betrachte man einfach nur
die ¥y-Formel o(Z,y) (Yv<y)-ad/(Z,v), wobei P durch o ¥;- und durch o II;-
reprasentiert wird. (b) ist eine Anwendung von (a) auf P = graph f, einfach weil
fda = pb[P(d,b)]. (c): Sei f durch die ¥;-Formel (%, y) repriasentiert und z ¢ var .
Dann ist die Formel ¢'(Z,y) := Vz(p(Z, 2) -y = z) sicher II; und f wird auch durch
¢’ reprisentiert. Denn nach R~ ist - ¢'(d, f@), und - (@, fa) liefert auBerdem

¢'(d,y) =Vz(p(d, z) »y=2) F ¢(d, fa) »y=fi - y=fa
(d): Sei Xp durch ¢(Z,y) ¥i-représentiert. Dann ist P durch ¢(Z, 1) und —p(Z,0)
zugleich ;- und II;-représentiert wie man leicht verifiziert. [_j

Bemerkung 2. Nach Lemma 3.4(b) ist z.B. die Paarkodierung p in Q durch die Ag-
Formel 7(z,y, z) A (Yu<z)—7(z,y,u) repriasentiert; dabei ist m(z,y, z) hier die Primformel
(x+y)-S(z+y)+2-2=2-2 Man beachte, in N wird g durch 7 explizit definiert.

Lemma 3.5. (a) Sei P C N* durch o(y) reprisentiert und g; € ¥, firi=1,...,k
durch v; reprasentiert. Dann wird Q := Plgy, ..., gi| reprdasentiert durch die Formel
B(Z) = 3y [a(§) A \; (&, yi)]. Sind die y; X, ist mit P auch Q@ A;-reprasentierbar,
(b) Mit h € ¥,,, und ¢1,...,gm € Fy, ist auch f = hlg, ..., gm] reprisentierbar.

Beweis. (a): Sei b; := g;d, so daB = ~;(d, b;), i = 1,...,k, sowie b = (b1, ..., br),
b= (by,...,b). Gilt Qa, also Pb, so ist - a(b). Mithin F a(b) » A,%(@ b), also
- 8(@). Falls aber =Qa und damit —Pb, so ist - —(b). Mit RZ ergibt sich hieraus
Ni i@ yi) BN yi=bi b —a(y). Daher = Vi [A; 7i(@ yi) ——o(y)] = -4(d). Sind
die ; und auch « 3, so auch 4. Wird P zugleich durch die II;-Formel o/ (Z) représen-
tiert, so @ durch die II;-Formel Yy[ A, v (Z, v;) —o/(y)]. (b): B(Z, z) représentiere h.
Wie in (a) zeigt man leicht 3y[5(v, 2) n A\, vi(Z, y;)] reprasentiert hlgy, ..., gm]. [J

Ubungen

1. Man zeige, jede >;-Formel ist dquivalent zu einer >;-Formel dyp, jede II;-
Formel zu einer Formel Yy fiir eine Ag-Formel ¢ (Quantorenkompression).

2. Man zeige, ¥ ist abgeschlossen unter beschrinkter Quantifizierung. Genauer,
definiert a = a(x,y, v) ein ¥;-Préadikat, so auch (Vy<z)a und (Jy<z)a. Das-
selbe zeige man fiir II;. Dies gilt demnach auch fiir A;.

3. Man zeige, o(Z) ny=1 v —a(Z) ny =0 reprisentiert X p, falls o P représentiert.

4. Man beweise durch ,,Hineintreiben der Negation“ (Ubung 2 in 2.4): jede Ao-
Formel ist dquivalent zu einer aus Literalen allein mit A, v und den beschrank-
ten Quantoren (Vr<t) und (Jz<t) aufgebauten Formel.
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6.4 Der Reprisentationssatz

Zur Repréasentierbarkeit aller rekursiven oder auch nur aller p.r. Funktionen ist eine
reprisentierbare Funktion g € F5 hilfreich, die folgendes leistet: Zu jedem n und je-
der Zahlenfolge ¢y, . .., ¢, existiert eine Zahl ¢ mit g(c, 1) = ¢; fiir alle i < n. Kurzum,
c 148t sich so wihlen, dafl die Werte ¢(c,0), g(c, 1), ..., g(c, n) die vorgegebenen sind.
Es gibt nun viele sogar p.r. Funktionen g, die dies leisten. So gilt fiir g(c,i) = (¢);
und ¢ = py -, . .-plFen in der Tat g(c,i) = ¢;, wenn i < n. Nur ist zunichst kein Weg
erkennbar, die Représentierbarkeit einer solchen Funktion ¢ in Q (oder einer Erwei-
terung von Q) im Rahmen der Sprache £, nachzuweisen. Deswegen hat K. Godel,
der um 1930 mit diesem und &hnlichen Problemen befafit war, nach den Worten von
A. Mostowski ,,mit Gott telefoniert”“. Man kennt heute mehrere Moglichkeiten, aber

wir folgen der urspriinglichen, die ihren Reiz nicht verloren hat.

Es sei a(a, b,i) := rest(a: (14 (141)b)). Dabei sei rest(c : d) der Rest der Division
von ¢ durch d (# 0), sowie rest(c : 0) := 0. Die Funktion a hat die Ag-Definition

ala,bi) =k & (Fe<a)la=c(1+(1+0)b)+k & k<14 (1+14)b

und ist nach Korollar 3.2 und Lemma 3.5(b) Ag-repréasentierbar. Dasselbe gilt fiir die
Paarkodierung ¢, Bemerkung 2 in 6.3. Weil p bijektiv ist, gibt es gewifl Funktionen
w1, 2 mit P30k, 30k) = k fiir alle k. Deren explizite Darstellung ist hier unwesent-
lich. Es wird nur die offenkundige Eigenschaft ¢k, 50k < k benétigt. Die Funktion
B: (c,i) — a(sc, sc,i) heile die B-Funktion. Auch diese ist Ag-definiert, denn
weil B(c,i) =k < (Ja<c)(Ib<L)[p(a,b) = c & a(a,b,i) = k|, gewinnen wir wie fiir
a und p eine die B-Funktion reprisentierende Ag-Formel beta = beta(z,y, 2).

Man benoétigt folgenden einfachen zahlentheoretischen Satz, um die wesentliche, in
Lemma 4.1 formulierte Eigenschaft der 8-Funktion zu erkennen.

Chinesischer Restsatz. Seic; < d; firi=0,...,n und seien dy, ..., d, paarweise
teilerfremd. Dann existiert ein a € N mit rest(a : d;) = ¢; firi=0,...,n.

Beweis durch Induktion iiber n. Fiir n = 0 ist dies klar mit a = ¢q. Seien nun die
Voraussetzungen fiir n > 0 erfiillt. Nach Induktionsannahme ist rest(a : d;) = ¢; fir
ein @ und alle s < n. Auch k := kegV{d,| v<n} und d, sind teilerfremd (Ubung 2).
Also existieren nach Ubung 1 Zahlen z,y € N mit xzk 4+ 1 = yd,,. Multipliziert man
beide Seiten mit ¢,(k — 1) + a, folgt 'k + ¢,(k — 1) + a = y'd,, mit neuen Werten
2’y € N.Sei a' := (2'+¢,)k+a = y'd, +c,. Dann ist rest(a’ : d;) = rest(a : d;) = ¢
fir alle ¢ < n (weil d;1k), aber auch rest(a’ : d,) = ¢, denn ¢, < d,,. []

Dieser Beweis ist — anders als die Beweise in vielen Lehrbiichern der Zahlentheorie —
konstruktiv und nach PA {ibertragbar wie 7.1 zeigen wird. In der Mathematischen
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Logik kommt es gelegentlich nicht nur darauf an was man beweist, sondern wie man
es beweist.

Lemma 4.1 (iiber die B-Funktion). Zu jedem n und jeder Folge cy, ..., c, gibt
es ein ¢ mit B(c,i) = ¢; firi=20,...,n.

Beweis. Wir geben Werte a und b mit a(a, b,7) = ¢; an. Die Behauptung ist wegen
B(p(a,b),i) = ala,b,i) dann mit ¢ = p(a,b) erfiillt. Sei m = max{n,cy,...,c,}
und b := keV{i +1|i < m}®. Wir behaupten, die Zahlen d; := 1 + (1 +1i) - b > ¢
(1 < n) sind paarweise teilerfremd. Denn sei p Primteiler von d;. Dann ist p > m,
weil sonst p|bld;—1, im Widerspruch zu p|d;. Gilt pld;, d; fiir 7 < j < n, haben wir
pld; — d; = (j —i)b. Weil wegen p > m aber p} b, folgt plj —i < n < m < p, daher
j —1i = 0. Also sind dy, ..., d, paarweise teilerfremd. Nach dem Restsatz existiert
daher ein a mit rest(a : d;) = ¢; fir i =0,...,n, d.h. a(a,b,i) =¢;. 4

Bemerkung 1. Schon an dieser Stelle gewinnt man die interessante Einsicht, dafl die
Exponentialfunktion (a,b) +— a’ in A elementar definierbar ist, namlich durch

(%) Oeap(z,y, 2) == Fu[B(u,0) =80 A (Vo<y) B(u,Sv)=B(u,v) -z r B(u,y)=2z].

Genauer, 4. ist die Beschreibung einer 3q-Formel, die durch Elimination der B-Terme
mittels der Formel beta unter Benutzung weiterer 3-Quantoren aus () entsteht. Man

macht sich induktiv iiber b leicht klar, daB N F 8ep(a,b,c) = a’® = c. Sei umgekehrt

a® = ¢. Dann garantiert uns Lemma 4.1 ein gesuchtes v mit N F Sezp(@, b, ¢): man wihle

ein u mit B(u,i) = @' fiir alle i < b. Diese Argumentation wird in Satz 4.2 verallgemeinert.

Im folgenden Satz sei nur der Ubersicht halber 7' D Q angenommen; er gilt genauso,
wenn z.B. Q im Sinne von 6.6 in 7T nur interpretierbar ist, etwa fiir ZFC. Fiir
viele Anwendungen, z.B. die Herleitung von Unentscheidbarkeitsresultaten und einer
vereinfachten Version des 1. Unvollstédndigkeitssatzes reicht bereits der erste Teil des
Satzes aus. Die Verfeinerung im zweiten Teil wird z.B. in Satz 4.5 angewendet.

Satz 4.2 (Reprisentationssatz). Jede rekursive Funktion f — und damit auch
jedes rekursive Pradikat P — ist in in Q und damit in jeder konsistenten Theorie
T O Q reprdsentierbar. f ist sogar %i-reprisentierbar.

Beweis. Es geniigt, eine f in Q représentierende Y;-Formel anzugeben. Fiir die An-
fangsfunktionen 0, S, I’ leisten dies vy=0, v;=Svy und v,=v,. Sei nun
f = hlg1,...,gm] und seien B(¥,z) und ~;(Z,y;) repriasentierende ¥;-Formeln fir
h und die g;. Dann ist ¢(Z, 2z) = I[N\, %(Z,v:) » B(¥, 2)] eine derartige Formel
fir f (Lemma 3.5). Nun sei f = Op(g,h) und f, g seien beide ¥;-reprisentierbar.
Erklért man P durch P(@, b, c¢) < B(c,0) = gan (Yv<b)B(c,Sv) = h(d, v, B(c,v)), so

5)Godel wihlt hier b = m!. Aber unsere Wahl erleichtert den spéteren Beweis des Satzes in PA.
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entsteht dieses Pradikate offenbar aus einem Ag- und damit A;-definierbaren Pradi-
kat durch Einsetzung >-definierbarer Funktionen. Also ist P nach Lemma 3.5(a)
Aj-reprisentierbar. Man sieht sehr einfach, dal P(d, b, ¢) gleichwertig ist mit

(x)  B(c,i) = f(a,q) fir alle i < b.

Nach Lemma 4.1 gibt es zu gegebenen @, b eine den Gleichungen (x) geniigende Zahl
c. Kurzum, Yavb3cP(a, b, c). Also ist nach Lemma 3.4(a) f: @ — ucP(a@,b,c) ¥i-
repréasentierbar. Wegen P(a, b, f(c?, b)) ist (%) mit ¢ := f(@,b) tatsiichlich erfiillt.
Fiir i = b ergibt dies f(@,b) = B(f(a@,b),b). Als Komposition X;-représentierbarer
Funktionen ist damit auch f ¥;-reprasentierbar. Schliefllich entstehe f aus g mittels
Op, also fd = pb[P(a,b)], mit P(d,b) < g(a@,b) = 0; dabei sei g ¥;-représentierbar.
Nach Lemma 3.4(c) ist g zugleich auch Il;-représentierbar und P damit sicher A;-
reprasentierbar. Dann aber ist f nach Lemma 3.4(a) auch Y;-reprasentierbar. [

Sei T' O Q eine Theorie in L. Der Godelzahl von ¢ € L, entspricht in T der
Term ¢, der fortan mit "¢ ' bezeichnet werde und der Gddelterm von ¢ heifle. So
ist z.B. To=0" = 9y=0 = 222.32. 514, Analog sei "t fiir Terme ¢ definiert. Ist
T axiomatisierbar, so ist T®7 = & auch fiir Beweise ® wohldefiniert. Zum Beispiel

ist & = (Svg=Swv) ein trivialer Beweis der Lange 1 nach Axiom A9 in 3.6. Sein
Godelterm ist @7 = 2500 =80 + 1 _ 921035270117 41

Weil bewr rekursiv ist (Satz 2.4), ist bewr X;-repriasentierbar geméfl Satz 4.2, sagen
wir durch bewr(y,x). Nach (4) von Seite 178 ist Fr ¢ dquivalent zu bewr(n, ) fir
ein geeignetes n. Fiir bwby(x) := Jybewr(y, x) liefert Satz 4.2 damit folgendes

Korollar 4.3. Es sei T O Q axiomatisierbar. Dann gilt Fr @ genau dann, wenn
Fr bewr(n, ") fir ein gewisses n. Aus b ¢ folgt daher Fp bubrp(T¢™).

Die Umkehrung 7 bwby ("¢ ") = Fr ¢ muB nicht gelten! Siehe dazu 7.1. Satz 4.2
hat weitere wichtige Folgerungen. Vor deren Formlierung stellen aber noch eine
Methode vor, welche die Churchsche These aus anschaulichen Entscheidbarkeits-
Argumenten zu eliminieren erlaubt. Das mufl im Prinzip immer gesichert sein, sonst
verlore die These ihre Berechtigung. Diese wird z.B. in Satz 3.5.2 verwendet. Wir
formulieren diesen Satz jetzt etwas préziser und beweisen ihn anschlieend rigoros.

Satz 4.4. Fine vollstindige axiomatisierbare Theorie T ist rekursiv.
Beweis. Wegen der angenommenen Vollstandigkeit ist
fra— pbla€ Lo = bewr(b,a)V bewp(b, <a))

wohldefiniert. Denn bezeichnet P(a,b) das p.r. Priadikat in eckigen Klammern, gilt
offenbar Va3bP(a,b), wobei fiir a ¢ L° bereits P(a,0) zutrifft. Gemafi Op ist f also
rekursiv. Ferner gilt (%) a € T < a € L° & bewr(fa,a), was sofort die Rekursivitét
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von T impliziert. Zum Nachweis von (%) sei a € T, und damit gewif a € £°. Dann
gilt fiir b = fa — das kleinste b mit bewr(b,a) V bewr(b, 5a) — sicher das erste
Alternativglied, weil wegen der Konsistenz von T iiberhaupt kein b mit bewy(b, =a)
existiert. Also bewr(fa,a). Die Richtung < in (x) ist offensichtlich. [

Dieser Beweis illustriert zugleich den Unterschied zwischen einem p.r. und einem
rekursiven Entscheidungsverfahren. Auch wenn X und damit das Pradikat P p.r.
sind, muf} die dort definierte rekursive Funktion f nicht mehr p.r. sein, denn die
Vollstéandigkeit von 7" konnte ja auf nichtkonstruktive Weise erschlossen worden sein.
Der Gebrauch der Churchschen These in den Beweisen von (i)=-(ii) und (iii)=-(ii)
im folgenden Satz kann in fast derselben Weise eliminiert werden wie oben, nur ist
der Beweis dann etwas weniger anschaulich und seine Lektiire wird erschwert.

Satz 4.5. Fiir ein Prdadikat P C N™ und eine beliebige konsistente axiomatisierbare
Theorie T' O Q sind folgende FEigenschaften dquivalent:

(i) P ist reprdasentierbar in T', (i) P ist rekursiv, (iii) P ist Aq.

Beweis. (i)=-(ii): P werde in 7" durch «(Z) reprisentiert. Wir starten bei gegebe-
nem d die Aufzéhlungsmaschine von 7" und warten, bis a(a@) oder —a(a@) erscheint.
Also ist P entscheidbar und damit rekursiv. (ii)=-(i),(iii): Nach Satz 4.2 ist Xp in T
durch eine ¥;-Formel reprisentiert. Daher ist P gemiafl Lemma 3.4(d) A;-reprisen-
tierbar und zugleich wurde P € A; gezeigt. (iii)=-(ii): Sei P definiert durch die
¥;-Formel a(Z) und durch die II;-Formel 3(Z). Wir starten bei gegebenem a die
Aufzéhlungsmaschine fiir 7" und warten, bis eine der ;-Aussagen «(@) oder —(3(Q)
erscheint. Im ersten Falle gilt Pa, im zweiten nicht. Das Verfahren terminiert, denn
T ist Yq-vollstdndig nach Satz 3.1. Also ist P entscheidbar und damit rekursiv. [

Nach dem Satz sind in jeder konsistenten axiomatischen Erweiterung von Q dieselben
Pradikate repréasentierbar, ndmlich genau die rekursiven. Ferner besteht A; danach
genau aus den rekursiven, und wie man unter Beachtung von Ubung 1 in 6.3 leicht
folgert, X1 genau aus den r.a. Priadikaten. Satz 4.5 macht den engen Zusammenhang
zwischen Logik und Rekursionstheorie besonders deutlich. Er ist unabhéngig von
der Churchschen These. Selbst wenn diese irgendwie revidiert werden miifite, wiirde
die ausgezeichnete Rolle der p-rekursiven Funktionen dadurch nicht angetastet.

Bemerkung 2. Man wiinscht sich natiirlich ein {ibersehbares Reprisentantensystem von
Formeln, welche die rekursiven Priddikate in hinreichend starken Theorien représentieren
oder in N zumindest definieren. Leider kann man ein solches Formelsystem nicht rekursiv
aufzéhlen. Denn angenommen es gibt eine solche Aufzéhlung. Sei ag,a1,... die hieraus
entstehende Folge ihrer Glieder aus £, die in N dann die rekursiven Mengen definieren.
Dann ist auch {n € N | n ¢ oV} rekursiv, also etwa durch a,, in A definiert, so daf

neal o n¢a. Dasergibt fiir n =m aber den Widerspruch m € oY < m ¢ oV,
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In 6.5 und 7.1 benétigen wir noch weitere p.r. Funktionen. zf: n — n (Godelzahl
von n) ist sicher p.r. Denn 20 = 0 und zfSn = S * zf n. Sei sb,(m,n) = [m]%",
sowie sby € F, 41 durch sbz(m,d) = sb,, (sbey. 2, (M, a1,... ,an-1),a,) erklért,
n > 1. Dabei seien x4, ..., x, beliebige, aber paarweise verschiedene Variablen. Der
Bequemlichkeit halber sei sby(m) = m. Sei o'z% = (Oé)—t() und speziell az(a@) die
Godelzahl der Aussage az(@). Die Funktionen sbz sind offenbar alle p.r. und es gilt

Satz 4.6. Fir beliebiges o € L ist sbz(&, @) = dz(@) fir alle @ € N".

Beweis. Weil az(@) durch schrittweise Ausfithrung einfacher Substitutionen entsteht
((2) in 2.2), muf} nur sb, (&, a) = &, (a) fir alle a gezeigt werden. Das erfolgt induktiv
iiber o, Ubung 4a. Vorher ist sb,(f,a) = i,(a) zu zeigen. [J

Beispiele. « sei Sz=y. Dann ist sb,(&,a) = (Sa=y)" fiir alle a € N. Ferner gilt
sby, (&, a,8a) = (Sa=8a) = S#A a= 7 Sa = S# a=S4 a, weil £ Sa = Sz a. Aber
auch sb, (452, a) = S a=S4 a. Daher ist sby, (¢, a,Sa) = sb, (&5, a).

Letzeres wird in Ubung 4(c) verallgemeinert. Dort schreiben wir wegen der spiteren
Formalisierung dieser Gleichungen in PA einfach 7 statt @. Man beachte dabei: in
sbz(Z) dient das Index-Tupel # nur als Parameter; hingegen bezeichnet ¥ in den
Klammern das Tupel der Funktionsvariablen.

Ubungen

1. Man beweise den im Beweis des Chinesischen Restsatzes benutzten

Satz von Euklid: Positive a,b € N sind teilerfremd (kurz a Lb) genau dann,
wenn es Zahlen x,y € N gibt mit xa + 1 = yb.

2. Man zeige, kgV{d,|v<n} und d, sind teilerfremd, falls die Zahlen dy,...,d,
paarweise teilerfremd sind (n > 0). Zuerst zeige man (a) plab = plaV p|b und
(b) pl kgV{a,|v<n} impliziert pla, fir ein v < n.

3. Man gebe eine definierende Y;-Formel fiir die Primzahlaufzahlung n +— p,, an.

4. Man beweise fiir beliebige «, 5 € L,, folgende Gleichungen in N:
(a) sbz((anB), &) = sbz(d, ) & sbz(8, Z), und analog fiir =, — und V.
(b) sbz(&, &) = sbz/ (&, '), mit varz’ := varZ@ N frei av.
(c) sbz.(a, Z,t) = sbz(at , Z) firt € {y,Sy,0} falls x ¢ frei oder y € var ;
sonst ist sbz. (&, Z,t) = sbz, (& %,Z,y). Hierbei sei y ¢ gbda und sbz,
(n+1)-stellig. Man denke sich Z um = (¢ var¥) verldngert.
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6.5 Die Satze von Godel, Tarski, Church

Eine Theorie T" C L heifle gddelisierbar, wenn L godelisierbar ist und eine Folge
(n)nen paarweise verschiedener Grundterme entweder vorhanden ist oder in 7' so
definiert werden kann, dafl zf: n +— n p.r. ist, siehe 6.4. Dies ist sicher der Fall fiir
jede Theorie T" O Q, aber z.B. auch fiir ZFC mit wesentlich derselben Folge von
Termen, auch w-Terme genannt (0 sei ) und n + 1 sei nU{n}). Wie auf Seite 191 sei
auch im allgemeinen Falle o € £ in T durch den Godelterm "o = & kodiert. Um
bei den folgenden sehr allgemeinen Lemmata eine konkrete Vorstellung zu haben,
denke man an £ = L, und etwa T = PA.

Eine Aussage 7 heifle ein Fizpunkt von a(x) € L in T, falls v = a(™77), oder
gleichwertig, Fr v <= a("y 7). In anschaulicher Formulierung besagt v dann offenbar
,a trifft auf mich zu“. Die Funktion sb, aus 6.4 ist fiir beliebig gewéhltes x unter
recht schwachen Voraussetzungen in 7' reprasentierbar (Satz 4.2). Daher haben die
folgenden beiden Lemmata ein breites Anwendungsspektrum.

Fixpunktlemma. Sei T gddelisierbar und sei sb, in T' reprisentierbar. Dann gibt
es zu jedem o = a(x) € L ein v € L° mit

1) v=ra(y7).
Beweis. Sei 1, %2,y # = und sb(x,xs,y) eine sb, in T reprisentierende Formel,
die sich im Prinzip auch effektiv angeben 148t. Fiir alle Formeln ¢ = () und alle
n gilt also sb(Tp ", n,y) =r y="p(n)". Fir n = ¢, also n = "¢ folgt speziell

(2) sb("e e y) =r y="e("e )"
Sei ((z) := Vy(sb(x,z,y) — a ). Dann leistet v := §("57) das Verlangte. Denn

v o= Vy(sb("4,T6y) —a k)
=r Vy(y="B("7)"—ak)  ((2) mit ¢ = f(x))
= Yyly="7"-ai) (weil v = ﬁ(rﬁ—'))
=r a(™7). 4

Auch das folgende Lemma formuliert ein haufig wiederkehrendes Argument.

Nichtreprisentierbarkeitslemma. Sei T konsistent und godelisierbar. Dann ist
T (genauer, T') in T selbst nicht représentierbar.

Beweis. Angenommen, 7' wird durch 7(x) reprasentiert. Wir zeigen, daf bereits die
schwéchere Annahme (a) ¥r a < bFr =7("a) zum Widerspruch fithrt. Denn sei
~ Fixpunkt von —7(z) geméB (1) oben, also (b) Fr v < Fp =7(T~™). Wahlt man
a = in (a), ergibt sich mit (b) offenbar der Widerspruch ¥r v < Frv. [J
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Wir formulieren nun den 1. Goédelschen Unvollstindigkeitssatz, und zwar in drei
Versionen, von denen die zweite im wesentlichen der originalen entspricht. Von nun
an sei der Einfachheit halber £ O £, und T O Q. Doch gilt alles folgende auch fiir
Theorien T wie z.B. ZFC, in denen Q im Sinne von 6.6 nur interpretierbar ist.

Satz 5.1 (Die populidre Version). Jede hinreichend starke konsistente rekursiv
aziomatisierbare arithmetische Theorie T (genauer, T 2 Q) ist unvollstindig.

Beweis. Wire T vollstandig, so nach Satz 3.5.2 auch entscheidbar, also in Q und
damit in T  repréasentierbar, was das Nichtreprasentierbarkeitslemma ausschliefit. [}

Dieser Beweis ist, anders als die Beweise der Satze 5.1’ und 5.1”, nicht konstruktiv.
Denn er gestattet nicht, eine Aussage o mit ¥ o und ¥ —« explizit anzugeben.

Eine Verscharfung der Konsistenz einer Theorie T in L,, ist ihre w-Konsistenz, d.h.
fir alle ¢ = p(z) mit by Jrp(z) ist ¥r —p(n) fiir mindestens ein n, oder gleich-
wertig, (VneN) Fr —p(n) impliziert ¥ Jzp(x). Ist N Modell fiir T', so ist T sicher
w-konsistent; denn die Annahme Fr Jzp und 7 —¢(n) fiir alle n impliziert den Wi-
derspruch N E 3z, Vo—p. Also sind z.B. die Theorien Q und PA aus semantischer
Perspektive gewifl w-konsistent. Die Beweistheorie versucht die nichtfinite Semantik
den Betrachtungen fernzuhalten, und es gibt beriihmte Konsistenzbeweise von PA,
die weit weniger voraussetzen als die Hilfsmittel der Semantik.

Satz 5.1’ (Die Originalversion). Zu jeder durch ein p.r. Ariomensystem X azio-
matisierten w-konsistenten Theorie T D Q gibt es eine 11;-Aussage «, so daff weder
Fr a noch Fr —a, d.h. o ist unabhdngig in T'. Es gibt eine p.r. Funktion, die einer
X reprdsentierenden Formel ein solches a zuordnet.

Beweis. Sei bewr in T reprasentiert durch die Y;-Formel bewy, siehe Seite 191. Fiir
bwb(z) = Jybewr(y, z) gilt dann (a) k7 ¢ = F7r bub(Tp ") gemiB Korollar 4.3. Sei
v Fixpunkt von —bwb(z) nach (1), also (b) v =7 —bwb("y"). Die Annahme Fr v
ergibt F7r bwb("y") nach (a), aber 7 = bwb("y") nach (b), im Widerspruch zur
Konsistenz von T'. Also ¥r ~. Angenommen 1 =y, so daf F¢ bwb("v7) nach (b),
d.h. (¢) k¢ Jybew(y, 7). Da T konsistent ist, also ¥ ~, trifft bewr(n, ) fir kein n
zu; wegen der Représentierbarkeit von bewy ist also Fr = bew(n, ™) fiir alle n. Dies
und (c) widersprechen aber der w-Konsistenz von 7. Daher ist auch ¥ —y. Mit v
ist offenbar auch die I1;-Aussage o = = bwb("y ") unabhéngig in 7". Die Behauptung
iiber die p.r. Zuordnung folgt ersichtlich aus der Konstruktion von v in (1). []

Dieser Satz bleibt uneingeschrankt richtig, wenn das Axiomensystem X nur r.a. ist.
Denn X kann durch ein rekursives X’ ersetzt werden (Ubung 1 in 6.2). Damit ist
auch bewr rekursiv, mithin in 7" repréasentierbar und nach Satz 4.5 auch ;.
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Satz 5.1” (Rossers Verschirfung von Satz 5.1'). Die Voraussetzung der w-
Konsistenz in Satz 5.1 kann zur Konsistenz von T abgeschwdcht werden.

Beweis. Sei T konsistent und prov(z) := Jy[bew(y,z) r (Vz<y)—-bew(z,5x)]. Die
p.r. Funktion = denken wir uns mittels einer sie reprasentierenden Formel hieraus wie
tiblich eliminiert. prov(z) besagt wegen der Konsistenz von 7' im Prinzip dasselbe
wie bwb(z) und hat folgende Fundamentaleigenschaften:

(a) Fr prov(Ta”) falls Fr a, (b) Fp = prov(Ta™) falls Fy —a ).

Denn sei b7 a, also Fr bew(n,"a™) fir ein n (Korollar 4.3). Wegen ¥ —a sagt
der Représentationssatz b ~bew(k,"—a") fir alle & < n. Daher liefert C5 aus 6.3
Fr (Vz<n)—bew(z,"—a™). Somit 7 prov(Ta™). Nachweis von (b): Sei Fr —a, etwa
Fr bew(m, o). Weil ¥r «, ist Fr (Vy<m)—bew(y, ") nach C5. Das ergibt
bew(y, ) Fr m<y nach C6. Weil m<y k7 (Fz<y) bew(z,"—a’) (wihle z = m),
folgt Fr Vy[bew(y,"a™) — (Fz<y) bew(z,"—a™)] = = prov(Ta). Das beweist (b). Sei
nun y =¢ - prov(Ty7) gemiB (1). Die Annahme 7 —y ergibt dann k¢ prov(™7)
im Widerspruch zu (b). Und die Annahme 7 7 fithrt zum Widerspruch ganz wie
in Satz 5.1’. Also gilt in der Tat weder F7 v noch Fr —y. [J

T C L heiBt w-unvollstindig, wenn es ein ¢ = @(x) gibt mit 7 ¢(n) fur alle n und
dennoch ¥ Vxp. Wir zeigen, PA ist auch w-unvollstdndig: Sei v ein Fixpunkt von
—bwbpa(z) und ¢(z) := - bewpa(z, 7). Weil F¥pa 7 (siche den Beweis von Satz 5.1'),
ist auch ¥pp Yy (= ~Jxbewpa(z,™7 7)) =pa 7). Wohl aber ist Fpa p(n) fiir alle n
wegen der Représentierbarkeit von bewpa durch bewpa. Hier ist ¢ sogar 11;.

a € L° heifle wahr in einer Struktur A, wenn A E «. Insbesondere heiit o € L9,
wahr wenn N F «a. Falls es ein 7(z) € £ gibt mit AFE o & AE 7("a") fiir alle
a € L° sagt man der Wahrheitsbegriff von A sei in A definierbar. Gleichwertig:
Th A ist in Th A reprisentierbar. Das Nichtreprisentierbarkeitslemma schlieit dies
fir A = N aber aus. Damit erhalten wir

Satz 5.2 (Tarskis Nichtdefinierbarkeitstheorem). ThN ist nicht definierbar
in N'; mit anderen Worten, ThN ist nicht arithmetisch.

In diesem Satz hat eine weit entwickelte Theorie iiber Definierbarkeit in A ihren Ur-
sprung (siehe auch 6.7). Er gilt sinngeméf fiir jeden Gegenstandsbereich A, dessen
Sprache godelisierbar und in dem eine der Funktionen sb, représentierbar ist.

Wir kommen nun zu Unentscheidbarkeitsresultaten. Zuerst wird die in Ubung 1 in
3.6 formulierte Behauptung ohne Riickgriff auf die Churchsche These gezeigt.

6)Demnach ist speziell F7 ~prov(”L7). DaB letzteres nicht der Fall ist, wenn hier bub statt prov
geschrieben wird, ist die Aussage des 2. Godelschen Unvollstédndigkeitssatzes 7.2.2. Obwohl also
bewr(y, ) =n prov(y,x), verhalten sich bub und prov innerhalb von T sehr verschieden.



6.5 Die Sétze von Godel, Tarski, Church 197

Lemma 5.3. Jede endliche Erweiterung T einer entscheidbaren Theorie T ein und
derselben Sprache L ist entscheidbar.

Beweis. Sei T" Erweiterung von 7" um «q, . .., Qy,, @ := /\igm a;, also T =T + a.
Weil e T & a—peT,erhalten wirn €T’ < ne L0& dy>neT. Mit T, L0
und = ist dann aber auch 7" rekursiv. [

DaBl T" derselben Sprache wie T angehort, ist hier wichtig. Eine durch X C L°
axiomatisierte entscheidbare Theorie T" kann — betrachtet als Theorie in £ D L
mit demselben Axiomensystem X — wegen der hinzukommenden Tautologien von
L' durchaus unentscheidbar sein. Dieses Lemma wird oft so angewendet, dal man
aus der Unentscheidbarkeit von 7" die von T folgert, siehe etwa Satz 5.5 unten.

Ty C Ly heile streng unentscheidbar, wenn T konsistent ist und jede mit Ty vertréagli-
che Theorie T C Ly unentscheidbar ist. Dann ist sogar jede mit T vertragliche
Theorie T' einer Sprache £ O Ly unentscheidbar, weil andernfalls auch die Theorie
T N Ly entscheidbar ware. Mit Ty ist jedes konsistente T} O Tj ebenfalls streng un-
entscheidbar, denn ist 7" mit T} vertrédglich, dann auch mit Tj. Ferner ist dann auch
jede Subtheorie von Ty in £y unentscheidbar, oder Ty ist erblich unentscheidbar in
der Terminologie von [TMR]. Je schwécher eine streng unentscheidbare Theorie, um
so grofer ihr Anwendungsbereich. Das wird noch deutlich werden durch

Satz 5.4. ([TMR]). Q ist streng unentscheidbar.

Beweis. Sei 7" := T + Q konsistent. 7" ist wegen der endlichen Axiomatisierbar-
keit von Q endliche Erweiterung von 7. Wére T entscheidbar, gilt dasselbe nach
Lemma 5.3 auch fiir 77. Also ist 77 nach Satz 4.2 in Q und damit in sich selbst
repriasentierbar, was das Nichtreprasentierbarkeitslemma aber ausschliefit. [

Satz 5.5 (Unentscheidbarkeitssatz von Church). Die Menge Taut, aller tau-
tologischen Aussagen ist fir L O L, unentscheidbar.

Beweis. Taut, ist mit Q sicher vertraglich, also unentscheidbar nach Satz 5.4. [4

Dieses Resultat 148t sich durch Interpretation unschwer auf die Sprache mit einer
zweistelligen Relation und damit auf alle Expansionen dieser Sprache iibertragen,
siehe 6.6, sowie iiberhaupt auf alle Sprachen mit Ausnahme derjenigen, die nur
einstellige Pradikatensymbole und héchstens ein einstelliges Funktionssymbol ent-
halten. Fiir deren Tautologien gibt es tatsédchlich auch Entscheidungsverfahren.

Nach Satz 5.4 ist speziell Th N unentscheidbar. Ebenso jede Subtheorie von ThN,
z.B. die Peano-Arithmetik PA, sowie deren Subtheorien und auch alle konsistenten
Erweiterungen von PA. Denn diese sind mit Q alle vertriglich. Th N ist nicht einmal
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axiomatisierbar, weil eine axiomatisierbare vollstandige Theorie doch entscheidbar
ist. Weitere Folgerungen iiber unentscheidbare Theorien werden in 6.6 gezogen.

Neben Unentscheidbarkeitsresultaten, die formalisierte Theorien betreffen, lassen
sich auf dhnliche Weise auch zahlreiche spezielle Ergebnisse dieser Art gewinnen,
etwa negative Losungen von Wortproblemen aller Art, von Halteproblemen usw.
(siehe z.B. [Ob], [Ba]). Von diesen war vielleicht die spektakulérste die Losung des
10. Hilbertschen Problems: Gibt es einen Algorithmus, welcher fiir jedes Polynom
p(Z) mit ganzzahligen Koeffizienten entscheidet, ob die diophantische Gleichung
p(Z) =0 ganzzahlig 16sbar ist? Die Antwort ist nein, wie Matiyasevich 1970 bewies.

Wir skizzieren kurz den Beweisgang. Es geniigt zu zeigen, dafl es keinen Algorith-
mus fiir die Losbarkeit aller diophantischen Gleichungen in N gibt. Denn nach einem
bekannten Satz von Lagrange ist jede natiirliche Zahl Summe von vier Quadraten
ganzer Zahlen. Folglich ist p(#)=0 in N genau dann lésbar, wenn in Z die Glei-
chung p(u? +v? + w? + 23, ..., u2 + v2 + w2 + 22) =0 16sbar ist. Kénnte man also
iiber die Losbarkeit diophantischer Gleichungen in Z entscheiden, so auch iiber das
entsprechende Problem in N. Zum letzteren beachte man zunéchst, daf§ die Frage
der Losbarkeit von p(#)=0 in natiirlichen Zahlen gleichwertig ist zur Losbarkeit
einer diophantischen Gleichung, d.h. einer Gleichung s(Z)=1t(Z) aus L,., indem
man alle mit einem Minuszeichen versehenen Glieder von p(z) ,,auf die andere Seite
bringt“. Hilberts Problem reduziert sich so offenbar auf die Frage nach einem Ent-
scheidungsalgorithmus fiir das Problem A E 37 (%), wobei §(Z) alle diophantischen
Gleichungen aus L,, durchlduft.

Die negative Losung des Hilbertschen Problems folgt leicht aus dem viel weiterge-
henden Satz 5.6, der eine iiberraschende Verbindung zwischen Zahlen- und Rekur-
sionstheorie herstellt und z.B. in [Mat] ausfiihrlich bewiesen wird. Dieser Satz ist ein
Paradebeispiel dafiir, dafy gewisse Fragen zu Ergebnissen fithren kénnen, die in ihrer
Bedeutung weit iiber die einer Antwort auf die urspriingliche Frage hinausreichen.

Satz 5.6. Ein arithmetisches Prddikat P ist diophantisch dann und nur dann, wenn
P rekursiv aufzdhlbar ist.

Um den Beweis wenigstens anzudeuten, sei das diophantische Pradikat P C N”
definiert durch Pd < N E 336V (@, 7), mit der Gleichung §(Z,#). Die definierende
Formel fiir P ist ¥4, also ist P nach Ubung 1 in 6.3 rekursiv aufzihlbar. Dies ist so-
zusagen die triviale Richtung der Behauptung. Die Umkehrung — jedes r.a. Pradikat
ist diophantisch — kann ihres Umfangs wegen hier nicht ausgefithrt werden. Zahlrei-
che arithmetische Pridikate und Funktionen miissen durch trickreiche Uberlegungen
als diophantisch nachgewiesen werden, darunter das dreistellige Priadikat ‘a® = ¢,
das diesem Nachweis lange widerstanden hatte. Dieser Satz ergibt leicht das
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Korollar 5.7. (a) Das zehnte Hilbertsche Problem hat eine negative Antwort.
(b) Fiir jede aziomatisierbare Theorie T O Q, speziell fir T = PA, gibt es eine
unldsbare diophantische Gleichung, deren Unldsbarkeit in T unbeweisbar ist.

Beweis. bwbq ist nach 6.2 r.a. Geméafl Satz 5.6 existiert daher eine diophantische
Gleichung d(z,¥) mit (%) bwbq(n) < N E 3yd(n, 7). Wir behaupten, schon fiir
die Schar 37 (n,y) diophantischer Aussagen (n = 0,1,...) gibt es kein Entschei-
dungsverfahren. Sonst wire {n € N | N E 37d(n, )} rekursiv, und damit geméis
(%) auch bwbq im Widerspruch zu Satz 5.4. Das beweist (a). Wére die Unlosbarkeit
jeder unlosbaren diophantischen Gleichung §(Z) in 7" beweisbar, so wire entweder
Fp —329(Z) (falls 6(Z) unlosbar ist) oder Fp 370(Z), wegen der X;-Vollsténdigkeit
von T'. Weil die Sétze von T r.a. sind, hédtte man so eine Entscheidungsprozedur fiir
die Losbarkeit diophantischer Gleichungen vor sich, im Widerspruch zu (a). [

Satz 5.6 kann noch weiter verschérft werden. Der gesamte Beweis ist ndmlich in
PA ausfiihrbar. Man erhélt so folgendes Theorem, dessen Name von Matiyasevich,
Robinson, Davis und Putnam herriihrt, die alle wesentliche Beitrdge zur Losung
des 10. Hilbertschen Problems lieferten. Wir werden es seines langwierigen Beweises
wegen nicht benutzen, obwohl manches damit vereinfacht werden kénnte.

MRDP-Theorem. Zu jeder ¥1-Formel o gibt es schon eine 3-Formel o/ aus Ly,
mit o =pp . Dabei ist o 0.B.d.A. von der Gestalt 3¢ s=t.

Bemerkung. Die Fermatsche Vermutung (%) (Vzyz #0)(Vn>2) 2" +y" # 2™ ist eine II;-
Aussage, weil (z,y) — a¥ nach Satz 4.5 A ist. Sie ist also ein Kandidat fiir eine von PA
unabhingige Aussage. Es wire interessant zu erfahren, ob der kiirzlich vorgelegte oder
ein anderer Beweis dieser Vermutung auch in PA ausfiithrbar ist. Ein Nachweis, dafl dies
nicht der Fall ist, wire kaum weniger sensationell als die Losung des Problems selbst.
Weil PA schon fiir IT;-Formeln w-unvollstéindig ist (Seite 196), kénnte es sogar sein, daf3
Fpa (VaVyVz #0) 2 + y # 22 fiir alle n > 2, obwohl (%) in PA nicht beweisbar ist.

Ubungen

1. Man zeige, eine w-unvollstindige Theorie in £, hat eine konsistente, aber
w-inkonsistente Erweiterung.

2. Sei T vollstindig. Man zeige die Gleichwertigkeit von
(i) T ist streng unentscheidbar,  (ii) T ist erblich unentscheidbar.

3. Sei A eine endliche Liste expliziter Definitionen neuer Symbole mittels der-
jenigen von L. Man zeige, mit T ist auch 7"+ A entscheidbar (es geniigt zu
fordern A ist r.a., damit "™ € L fiir o € T + A wohldefiniert ist).

4. Man konstruiere eine rekursive Funktion f mit nichtrekursivem ran f.
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6.6 Ubertragung durch Interpretation

Interpretierbarkeit ist ein méchtiges Werkzeug, um nebst modelltheoretischen Ei-
genschaften auch Unentscheidbarkeits- ebenso wie Entscheidbarkeitsresultate von
einer Theorie auf die andere zu iibertragen. Wir behandeln die beiden wichtigsten
Konzepte, die (relative) Interpretierbarkeit nach Tarski und die Modellinterpretier-
barkeit nach Rabin. Alle hier betrachteten Theorien seien konsistent.

Sei P ein 1-stelliges Pridikatensymbol. Die P-Relativierte ¢ der Formel ¢ entsteht
aus ¢ durch Ersetzung aller Subformeln der Gestalt Vza durch Vz(Px —«), d.h.
(Vzp)? = Va(Px — ¢F). Hieraus folgt leicht (Jzp)’ = Jz(Prag®). Fir quantoren-
freies ¢ ist definitionsgemif o = .

Beispiel . (Vzdyy=Sz)" = Vz[Pr - —-Vy(Py —y#Sz)]. Diese Formel ist logisch
dquivalent zu Yz (Px — Jy(Py A y=Sz)) und diese wiederum zu Vz(Px — PSz).

Definition. Ty C Ly heife interpretierbar in T C L (wobei die Signatur von Tj
der Einfachheit halber endlich sei), wenn es eine Liste A von in 7' legitimen expli-
ziten Definitionen der in 7" nicht vorkommenden Symbole von 7j und eines neuen
Pridikatensymbols P gibt mit 77 C T2. Dabei sei stets X* := {af | @ € X} und
T4 :=T + A, eine Theorie in £2, der A-Expansion von £ (Signatur Ly U L U {P}).

Diese technisch etwas komplizierte Definition soll nur zum Ausdruck bringen, dass
die Begriffe von Ty in T, verstanden werden® und alles was in Tj bewiesen werden
kann auch in T beweisbar ist. Interpretierbarkeit verallgemeinert den Begriff der
Subtheorie: Tj ist trivial interpretierbar in 7 O T, mit A = {Pz < z=z}. In
diesem Falle ist of zu « logisch dquivalent.

CA bezeichne die Menge aller sogenannten Abschlufaziome JaPz ( = (Jzz==z)?),
Pc (= (Jrz=c)?) und V& (A, Pzr; —PfZ) ( = (V@3Iyy=f2)) fiir ¢, f € L.
Offenbar ist CA eine endliche Teilmenge von T¢ und damit auch von T2. Auch ist
CA ist bis auf Aquivalenz eine Menge der Gestalt EP fiir ein endliches E C Tautp,.
Die CA-Axiome garantieren, daf fiir jedes B E T® eine Lo-Struktur A = Ba mit
dem Triger A = PP und den auf A eingeschriinkten, durch A definierten Relationen

und Operationen wohldefiniert ist. A ist Substruktur des L£o-Redukts von B.

Lemma 6.1. Sei BE CA. Dann gilt BA F o < BE o, fir alle Aussagen o € L.

Beweis. Sei A := Ba. Induktiv iiber ¢ € Ly zeigen wir (A, w) F ¢ < (B,w) F ¢F,
fiir beliebiges w: Var — A, wovon das Lemma nur der Spezialfall ¢ € L ist. Die
Behauptung ist klar fiir Primformeln a wegen o = a. Die Induktionsschritte iiber
A, verlaufen routineméflig und der Induktionsschritt iiber V ergibt sich wie folgt:
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(A, w) FEVrp < (A,
< (B,
& (B

wi) E p firallea € A

w?) E ¢ fiir allea € A (Induktionsannahme)
,we) E Pr —¢F fiir alle a € B (weil A = PP)
& (B,w) EVz(Pr —¢°) = (Vzp)?. [1

Ist Ty durch X, axiomatisiert, geniigt es in obiger Definition statt 7j C T2 nur
XP U CA C T2 zu fordern. Dies ist sehr wichtig und folgt unmittelbar aus

(x) XFa=X"UCAFE o fir alle X, C L.

Zum Nachweis von (%) sei X - « und B E X?, CA, also Bo F X nach dem Lemma,
daher Ba F a und somit B E of. Weil B beliebig war, ist X? U CA + of.

Satz 6.2. Ist Ty in T interpretierbar, so ist mit Ty auch T streng unentscheidbar.

Beweis. Sei 77 (C L£) mit T vertriglich. Dann ist mit 7"+ 77 auch die Theorie
(T + T1)” konsistent. Nun ist S := {a € Ly | o® € TA + CA} eine Theorie; denn
S F a impliziert T2 + CA D SP U CA F of nach () und folglich of € T2 + CA.
Mit BE (T+Ty)2 2 TA, T, CA ist wegen Tt C T gewifl auch B F T, SP. Mithin
Ba E Ty, S nach dem Lemma, d.h. S ist mit Ty vertréglich, also unentscheidbar.
Wire Ty entscheidbar, dann auch T2 (Ubung 3 in 6.5), daher auch T2 + CA
(Lemma 5.3) und folglich also auch S. Dies aber ist ein Widerspruch. [J

Beispiel. Q ist in der Theorie T} der diskret geordneten Ringe interpretierbar, d.h.
der geordneten Ringe R = (R, 0,4+, X, <) mit kleinstem positiven Element e, das
aber kein Einselement von R sein mufl. Man wéhle folgende Definitionen fiir P, S, -:

Pr—x>20AxzXxe=exxaVydzzXxe=yXux,
y=Sr—y=x+te z=x-y—zxe=rxy v VuluxXxe#Frxyrz=x).

Aus diesen Formeln ist e wegen x=¢ <« 0 <z » Yy(0 < y — x < y) eliminierbar.
0,4+ bleiben unveriindert. Mit etwas geduldigem Rechnen beweist man in T alle
auf P relativierten Axiome von Q und auch samtliche Abschluflaxiome.

Damit erweist sich Ty als streng unentscheidbar. Q ist zwar nicht direkt interpretier-
bar in der Theorie Tr der Ringe oder der Theorie T der Korper, wohl aber in einer
gewissen endlichen Erweiterung von Ty (Julia Robinson), womit deren Subtheorien
Tk und Tx sich als unentscheidbar erweisen. Dasselbe gilt auch fiir die Gruppen-
theorie T (Tarski). Keine dieser Theorien ist jedoch streng unentscheidbar. Sie
haben samtlich entscheidbare mathematisch hochinteressante Erweiterungen, etwa
die entscheidbare Theorie der abelschen Gruppen (Wanda Szmielew).

Q und sogar PA sind auch in ZFC interpretierbar: sei Px <+ xecw, und S, +, - werden
so erklart, dafl ihre Einschrankungen auf w mit den wie {iblich definierten Opera-
tionen {ibereinstimmen. Insbesondere S durch y=8z < y=zu{z}. Damit ergibt



202 6 Unvollstéandigkeit und Unentscheidbarkeit

sich sofort die Unentscheidbarkeit und nebenher auch die Unvollstédndigkeit von
ZFC — die Konsistenz von ZFC natiirlich vorausgesetzt. Q ist auch in bemerkenswert
schwachen Subtheorien von ZFC interpretierbar, etwa in der Theorie T, mit folgen-
den drei Axiomen in £.7), einem extrem schwachen Fragment dieser Art, das wie Q
dann auch streng unentscheidbar ist:

JaVyy¢x (0 existiert),
VaVy(Vz(zex < zey) —x=y) (Extensionalitit),
VaVydzVu(uez — uex vu=y) (ru{y} existiert).

Damit ist auch die Menge der Tautologien in einer binéren Relation unentscheidbar,
sogar ohne Gleichheit in der Sprache, denn = 148t sich in T, vermittels der expliziten
Definition z=1y < Vz(zex < zey) offenbar eliminieren.

Q ist offenbar trivial interpretierbar in ThA, und ThN wiederum in ThZ mit
Z = (Z,0,1,+,-). Dies ergibt sich aus dem Satz von Lagrange. Also ist Th Z streng,
und damit jede Subtheorie schlechthin unentscheidbar, z.B. die Theorie der kom-
mutativen Ringe. ThA und Th Z sind gleich kompliziert, denn Th Z ist (auf un-
terschiedliche Weisen) auch in Th interpretierbar, z.B. indem nichtnegative ganze
Zahlen durch die geraden, negative durch die ungeraden natiirlichen Zahlen vertre-
ten werden. Bemerkenswert ist auch die wechselseitige Interpretierbarkeit von PA
und ZFCg,. Dies ist die Theorie der endlichen Mengen; sie entsteht aus ZFC durch
Ersetzung des Unendlichkeitsaxioms durch das Axiom ‘alle Mengen sind endlich’.

Wir erldutern jetzt eine strengere Form der Interpretierbarkeit, lassen der Einfach-
heit halber aber gewisse Feinheiten weg. Seien K und K Klassen von Lj- bzw.
L-Strukturen. In 2.5 wurde erklart Th K = {a € L°| K F a}. Sei A eine Definiti-
onsliste der £o-Symbole und eines Pridikatensymbols P, sowie £2, CA und Ba fiir
B E CA definiert wie vorhin. A4* bezeichne die A-Expansion von A € K, so dafi A
das L-Redukt von A2 ist. Schlieflich sei K., := {A* | A € K, A® F v} fiir eine
Aussage v aus L2, Zu jeder Aussage 3 € £2 14t sich wie in 2.6 beschrieben eine
Reduzierte 5™ € L effektiv konstruieren derart, daf

(0) AAEB < AE B fiir alle A € K.

Definition. K heile modellinterpretierbarin K (oder auch Th K in Th K), wenn
fiir eine passende Definitionsliste A und eine passende Aussage v € £

(1) K,F CAund Ba € K, fiir alle B € K,

(2) Fiir jedes A € K gibt es ein B € K., mit A ~ Ba.
Satz 6.3. Sei Ko modellinterpretierbar in K. Dann ist mit der Theorie Th Ko auch
die Theorie Th K unentscheidbar.
") Behauptet in [TMR]. Der langwierige Beweis wird ausgefiihrt in [Mo, S. 283-290].
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Beweis. Es geniigt zu zeigen () Ko F a & K F 4™ —af™. Denn ein Entschei-
dungsverfahren fiir Th K hétte wegen (x) ein solches fiir Th K, zur Folge. =: Sei
KyFa, A€ K und A E 4™ also A® E v nach (0), d.h. B := A* € K. Nach
(1) ist Bao € Ky, also Ba F a, d.h. B F of nach Lemma 6.1, daher A F of"™.
Das zeigt K F ™ —af™. < folgt indirekt: Sei Ky ¥ a, etwa A € K,, A¥ a. Sei
B € K., gemaf (2) gewihlt, also B F v und Ba ~ A ¥ «. Daher B ¥ of (Lemma 6.1).
Somit B v —aF, d.h. B’ ¥ v —aP™ fiir das L-Redukt B’ (€ K) von B. []

Beispiel. Sei K, die Klasse aller Graphen (A, R) und K die Klasse aller einfa-
chen Graphen (B, S), d.h. § ist irreflexiv und symmetrisch. Wir zeigen, K| ist in
K modellinterpretierbar, d.h. beliebige Graphen kénnen durch einfache vollsténdig
kodiert werden. Die Figur zeigt links ein A € Ky mit aRa, aRb, bRa und bRc,

G AT

und rechts den A geméB (2) entsprechenden einfachen Graphen B mit A ~ Ba, die
,Kodierungs-Struktur® von A. Grob gesagt, wurden zu A neue Punkte so hinzu-
gefiigt, da3 A durch B vollstéindig beschrieben wird. Dick gezeichnete Punkte in B
vertreten die Punkte aus A. Es sind dies genau die Punkte aus P5. Sie heifien der An-
schaulichkeit halber ,alte“ Punkte. Alle iibrigen Punkte aus B heiflen die ,neuen*
Punkte. Die explizite Definition von P lautet entsprechend der Figur B informell
‘Pr < x ist zu zwei oder drei Endpunkten benachbart’ (Endpunkte sind solche, in
denen nur eine Kante endet). Die zu zwei Endpunkten benachbarten alten Punkte
kennzeichnen die irreflexen, die zu drei Endpunkten benachbarten die reflexiven
Punkte von A. Fiihrt in A eine Kante von x nach y so wird in B ein neuer Punkt
zwischen x und y gesetzt, wobei fiir Richtungsanzeige ein weiterer Punkt benutzt
wird, der offenbar dann entbehrlich ist, wenn zugleich auch eine Kante von y nach
x zuriickfiihrt. Informell lautet die Definition fiir R dann ‘zRy < z,y € P? und
entweder =y und x ist zu drei Endpunkten benachbart, oder es gibt genau einen
neuen Punkt z mit xSzSy, oder es gibt genau zwei neue Punkte u, v mit zSuSvSy
und uSy’. Und v lautet ‘P? # () und jeder neue Punkt ist entweder Endpunkt oder
zu einem oder zwei alten Punkten benachbart’. Es liegt auf der Hand, dafl mit diesen
Definitionen von P und R und diesem 7 die Bedingungen (1) und (2) erfiillt sind.
Man beachte, CA enthilt hier lediglich die Formel JxPz.

Im Beispiel ist Th K, die logische Theorie einer bindren Relation, die wie schon
festgestellt unentscheidbar ist. Demnach ist auch die Theorie aller einfachen Gra-
phen unentscheidbar. Dies kann man nun wieder nutzen, um die Theorie SL der
Halbverbéinde als unentscheidbar nachzuweisen. Daraus folgt nach Satz 5.4 das-
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selbe fiir die Theorie SG der Halbgruppen, denn SL ist endliche Erweiterung von
SG. Analog zum letzten Beispiel gentigt es, fiir einen einfachen Graphen (A, S) den
e b e d Kodierungshalbverband (B,¢) anzugeben. Die Figur links
e © o o zeigt das Ordnungsdiagramm von B fir A = {a,b,c,d} und
S = {{a,b}{ac}}, S verstanden als Kantenmenge, siche 1.5.

M / Die alten Punkte sind gerade die maximalen Punkte von B.

0\0 Nach Konstruktion hat B ein kleinstes Element 0 und ist

von der Lange 3, d.h. es gibt bzgl. < hochstens drei aufein-
0 anderfolgende Punkte in B. Das muf} die geforderte Aussage

v jetzt zum Ausdruck bringen. Diese Interpretationsmethode ist sehr flexibel. Sie
macht z.B. hinreichend deutlich, daf§ die Theorie der Halbverbédnde nicht weniger
kompliziert ist als die aller gerichteten Graphen schlechthin.

Dieselbe Konstruktion zeigt, dal auch die Theorie der endlichen einfachen Graphen
in der Theorie der endlichen Halbverbdnde modellinterpretierbar ist. Weil erstere
unentscheibare ist — fiir eine Beweisskizze siehe z.B. [RZ] — gilt dies auch fiir die
Theorie FSG der endlichen Halbgruppen. Setzt man iiber die maximalen Elemente
der Figur noch ein Einselement, entstehen jeweils endliche Verbénde. Also ist auch
deren Theorie unentscheidbar. Das gilt auch fiir die Theorie der Klasse FPO aller
endlichen partiellen Ordnungen, denn man braucht zur Beschreibung von (A, S) nur
die partielle Ordnung von B.

Auch positive Resultate sind {ibertragbar. Viele Theorien sind z.B. in der Theorie
der Baume interpretierbar (siche [KR]), insbesondere in der monadischen Theorie
2. Stufe der Badume. Die Entscheidbarkeit der letzteren ist besonders weittragend.
Fiir Einzelheiten und Literaturhinweise sei etwa auf [Ba, C2] verwiesen.

Ubungen

1. Man zeige (informell), PA ist interpretierbar in ZFC.

2. Man zeige, ist 177 in Ty modellinterpretierbar, so ist 7} in einer gewissen end-
lichen Erweiterung von Ty (relativ) interpretierbar.

3. Man zeige, FPO ist modellinterpretierbar in der Klasse FDL aller endlichen dis-
tributiven Verbénde. Mit ThFPO ist also auch ThFDL unentscheidbar. Diese
Ubung ist weitaus schwieriger als die obige Konstruktion: Man identifiziere die
Elemente von (E, <) € FPO mit den n-irreduziblen Elementen von A4 € FDL
und benutze, dal die (partielle) Ordnung der n-irreduziblen Elemente von
A € FDL die Struktur von A vollstindig bestimmt und deren Ordnung auch
beliebig vorgeschrieben werden kann.
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6.7 Die arithmetische Hierarchie

Wir wollen abschlieBend noch etwas mehr iiber die Komplexitdt von Pradikaten von
N sagen, speziell von Teilmengen. Die Menge der Godelzahlen aller in N giiltigen
Aussagen ist Beispiel einer recht einfach definierten nichtarithmetischen Teilmenge
von N: sie besitzt nach Satz 5.2 keine Definition in £, ®. Aber auch relativ ein-
fach definierte arithmetische Mengen und Pradikate konnen rekursionstheoretisch
hochgradig kompliziert sein. Es ist niitzlich, diese nach der Komplexitét der definie-
renden Formeln zu klassifizieren. Das Resultat ist die arithmetische Hierarchie, auch
die Kleene-Mostowski-Hierarchie der 1. Stufe genannt. Die folgende Erklarung setzt
die Definition der in 6.3 mittels der Ag-Formeln definierten ;- und II;-Formeln
und der Xi-, IT;- und A;-Préadikate in natiirlicher Weise fort.

Definition. Eine ¥, 1-Formel sei eine solche der Gestalt I7a(Z, ), wobei « eine
I1,,-Formel (€ L,) ist; analog heifle VZ3(Z,y) eine 11, 1-Formel, falls g eine 3,,-
Formel ist. Dabei seien &, i beliebige Variablentupel, moglicherweise auch leer. Ein
Yn-Pradikat bzw. I1,,-Pradikat ist ein durch eine X,,-Formel bzw. eine 1I,,-Formel
definiertes arithmetisches Pradikat P. Ist P zugleich ¥, und II,, (d.h. ein X,- und
ein II,-Pradikat), heift P ein A,-Priadikat oder kurz P ist A,. Es bezeichnen %,
IT,, und A,, die Mengen der X,,-, II,- bzw. der A,-Pradikate, so dal A, = X, N1I,,.

Eine ¥,,-Formel ist also eine prianexe Formel mit n abwechselnden Quantorenblocken,
deren Kern eine Ag-Formel ist. Es ist bequem, die ¥,- und II,,-Formeln unter lo-
gischer Aquivalenz abzuschlieBen und sich folgender Redeweise zu bedienen: « ist
Y, oder II,. Dies soll heiflen, « ist zu einer originalen X,- bzw. II,-Formel aqui-
valent. Weil 370 = VZp = ¢ fiir varZ N varp = (), ist jede 3,- oder II,-Formel
sowohl ¥, .1 als auch II,,, 1. Also ist X, 11, € A, 1. Damit ergibt sich das folgende
Inklusionsdiagramm, wobei wir an dieser Stelle nur erwéhnen, daf§ alle durch Striche
symbolisierten Inklusionen echte sind:

A o DR
/ NS NS
Ag— A A As

N VRN VRN
I, I, I

Y1, II;- und A;-Prédikate sind uns schon begegnet. So sind Losbarkeitsbehauptun-
gen diophantischer Gleichungen ¥;, und Unlésbarkeitsbehauptungen demnach II;.

8)Sie ist erst in der Arithmetik 2. Stufe definierbar, die nebst Zahlenvariablen auch solche fiir
Mengen natiirlicher Zahlen hat. Fiir eine ,approximative“ elementare Definition sieche Ubung 3.
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Weiter unten geben wir ein Beispiel eines Il,-Préadikats. X,-definierbare Funktionen
sind immer auch A,,, wie eine leichte Verallgemeinerung von Lemma 3.4 zeigt. Man
vereinbart als blofle Redeweise, dafl X,,- bzw. Il,- Aussagen O-stellige ¥,,- bzw. IL,-
Préadikate definieren. In diesem Sinne ist z.B. die Konsistenz von PA ein II;-Pridikat.

Jede Formel ist zu einer X,- oder einer II,,-Formel fiir passendes n dquivalent; man
braucht sie ja nur in prinexe Normalform zu bringen und die Quantoren zu Blécken
mit gleichen Quantoren zusammenzufassen. Bei neueren Untersuchungen betrachtet
man z.B. oft auch Ag- oder ¥,,- oder II,,-Induktion, d.h. man schrinkt das Indukti-
onsschema IS auf die jeweiligen Formelklassen ein. Ein wichtiges Beispiel ist TA,.

Wie in 6.4 schon gezeigt wurde, sind die ¥;-Pradikate die rekursiv aufzédhlbaren, die
IT;- Pradikate sind deren Komplemente, und die A;-Pradikate sind genau die rekur-
siven. Damit haben wir eine rein rekursionstheoretische Veranschaulichung von ¥,
IT; und A; vor uns. Das unterstreicht die Bedeutung der arithmetischen Hierarchie,
die im ibrigen ziemlich stabil ist gegeniiber leichten Verinderungen der Definition
von Ag. Wegen Satz 5.6 konnte man z.B. mit einem A starten, das aus allen in A/
polynomial (oder gleichwertig, quantorenfrei) definierbaren Relationen besteht. In
einigen Darstellungen wird ein System von Formeln effektiv aufgezihlt (und mit A,
bezeichnet), durch welche bereits alle p.r. Priadikate in N definiert werden. 7.1 wird
zeigen, wie sich ein solches System von Formeln gewinnen l&t. Zwischen diesen und
den Ag-Formeln liegen noch viele r.a. Formelklassen, deren zugehorige Préadikate
rekursiv sind und die fiir Theorie und Praxis der Berechenbarkeit bedeutsam sind,
z.B. die in der Kapitel-Einleitung erwéhnte Klasse der elementaren Funktionen.

Allerdings 148t sich nach Bemerkung 2 in 6.4 kein Formelsystem in L, effektiv
aufzdahlen, durch das bereits alle rekursiven, d.h. alle A;-Pradikate definiert werden,
so dafl die Definition der arithmetischen Hierarchie nicht in iibersehbarer Weise mit
einer repriasentativen ,Menge von A;-Formeln“ beginnen kann.

Ahnlich wie fiir den Fall n = 1 zeigt man, daB eine Konjunktion oder Disjunktion
von X,-Formeln wieder zu einer solchen dquivalent ist, und Analoges gilt fiir II,-
Formeln. Auch ist die Negation einer ¥,,-Formel zu einer I1,,-Formel dquivalent und
umgekehrt. Denn dies ist richtig fiir n = 1, womit der Induktionsanfang einer leicht
ausfithrbaren Induktion iiber n bereits klar ist. Das Komplement eines ¥5,,-Pradikats
ist daher ein II,-Pridikat und umgekehrt. Daraus folgt leicht, dafl A, unter allen
erwiahnten Operationen abgeschlossen ist.

Durch Quantorenkompression (Ubung 1 in 6.3) erhilt man noch eine etwas einfa-
chere Darstellung der Quantorenblocke. Es lassen sich die abwechselnd aufeinander-
folgenden 3- und V-Blécke zu jeweils einem Quantor zusammenziehen:
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Satz 7.1. Jedes X3, - Pradikat ist durch eine Formel der Gestalt Ax,Vas - - - Qpx,a0 mit
einer Ag-Formel o definiert; dabei ist QQ,, der V- bzw. der 3-Quantor, je nachdem
ob n gerade oder ungerade ist. Entsprechend ist ein I1,,-Prddikat durch eine Formel
der Gestalt Vr13dxy - -+ Qur,a definiert.

Beweis. Fiir ¥;-Priidikate und IT;-Pridikate zeigt dies Ubung 1 in 6.3. Fiir den
allgemeinen Fall beachte man QZp =y Qu(Qx1<y) ... (Qx,<y)p. Dabei ist Q der
V- oder 3-Quantor. Es geniigt daher zu zeigen, dafl die Klassen X, und II,, unter
beschrinkter Quantifizierung abgeschlossen sind. Dies behauptet Ubung 1. [

Héufig wird auch die Paarkodierung verwendet um Quantoren zu komprimieren.
Es ist nicht immer einfach, die genaue Position eines vorgegebenen Préadikats in
der arithmetischen Hierarchie zu bestimmen. Besser gesagt, dies erfordert wie jedes
anspruchsvolle Spiel hinreichendes Training. Es ist z.B. nicht schwer zu sehen, daf}
die w-Konsistenz der Form nach 113 ist. Aber erst Satz 7.5.2 wird zeigen, dafi sie echt
I13 ist, d.h. nicht X,,, IT,, oder A, fiir n < 3. Der Ubersichtlichkeit halber benutzen
wir im folgenden einfacheren Beispiel an einer Stelle die Churchsche These, die jedoch
mit etwas Rekursionstheorie in erprobter Weise wieder eliminiert werden kann.
Beispiel. Sei £, die Menge der a € L}, welche in Q die rekursiven Teilmengen von
N représentieren. Dazu gehoren z.B. alle Ag-Formeln aus £},. Weil N und @) rekursiv
sind, gehoren zu L, auch alle Aussagen o aus Q* := QU {a | ma € Q}. Denn die
a € Q reprisentieren trivialerweise N und die @ mit ~a € Q gerade (). Offenbar ist
Q" = L, N LY. Wir zeigen nun, £, ist arithmetisch; genauer, eine echte IIo-Menge,
also weder rekursiv noch rekursiv aufzdhlbar. Geméafl Definition ist

a€eLl, & ac Ll &Yn3d®[d ist Beweis fiir a(n) oder fiir —a(n)].

Daraus gewinnt man unschwer eine Definition von £, durch eine II,-Formel o(z).
In der Tat, sei das p.r. Pradikat ‘a € £} etwa durch die ¥;-Formel A (z) definiert.
Mit sb = sb,, setze man dann

o(x,y) := A(x) A VyTJu[bewq(u, sb(z,y)) v bewq(u, 7 sb(u, y))],

genauer, die Reduzierte dieser Formel in £, nach Elimination der vorkommenden
p.r. Funktionsterme mit weiteren 3-Quantoren innerhalb der eckigen Klammern. ¢
beschreibt also eine ¥;-Formel. Damit ist Vyo(z, y) II,, d.h. £, ist eine II,-Menge.
Sie ist nicht >, weil £, nach Bemerkung 2 in 6.4 nicht r.a. ist. Sie ist aber auch
nicht II;. Angenommen dies sei der Fall. Dann ist Q* = £, N LY. ebenfalls II;,
denn L, ist A;. Nun ist Q* sicher r.a. und damit >, also ist Q* nach Satz 4.5
rekursiv. Wir erhalten daraus aber ein Entscheidungsverfahren fiir Q, also einen
Widerspruch: Sei a € L2 gegeben. Ist o ¢ Q*, so auch o ¢ Q; ist a € QF, setzen
wir die Aufzdhlungsmaschine fiir Q in Aktion und warten, bis o oder —« erscheint.
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In Vorbereitung auf 7.1 zeigen wir abschliefend, dal die »;-Formeln in nicht zu
schwachen Theorien durch spezielle Formeln vertreten werden koénnen. In Teil (a)
von Satz 7.2 unten kénnte PA auch durch die schwéchere Theorie N ersetzt werden.

Definition. Modifizierte ¥1-Formeln seien wie folgt erklart:
(i) Sz=vy, x+y= 2z und = -y =z sind modifizierte ¥;-Formeln, wobei z, y, z paar-
weise verschiedene Variablen bezeichnen,
(ii) Mit o, Bsind auch an B, av B, a2 und a ¥ (y ¢ gbd o, Primterm-Substitution)
modifizierte ¥;-Formeln, sowie 3z und (Ve<y)a fiir y ¢ vara.

Satz 7.2. (a) Jede originale 31 -Formel ist in PA zu einer modifizierten ¥-Formel
dquivalent. (b) Jede modifizierte 31 -Formel ist modulo PA eine ¥1-Formel.

Beweis. (a): Es geniigt offenbar, dies fiir alle Ag-Formeln zu beweisen, denn auch die
Menge aller modifizierten >;-Formeln ist unter 3-Quantifikation abgeschlossen. Weil
s=t = Je(r=srr=t) mit z ¢ vars,t geniigt es, Primformeln der Gestalt z=t
zu betrachten. Wir beweisen (a) fiir Formeln x=1¢ durch Terminduktion. Ist ¢ ein
Primterm, ergibt sich die Behauptung offensichtlich aus =0 = (z=y) %,
r=vy =pa (v + 2=y) 2. Induktion iiber S, +,- folgt aus x=95t = Jy(r=Syry=t),
r=s+t=3Jyz(x=y+ zry=sarz=t), und ganz analog verlauft der Beweis fiir -.
r#y=pa Juz(Su=za(z+z=yvy+z=x)) und s#t = Jyz(x Fyrr=sry=t)
zeigen, daB (a) fiir alle Literale gilt. Nach Ubung 4 in 6.3 geniigt es daher, die Induk-
tionsschritte iiber A, v, (Vx<t) und (3x<t) auszufithren. Fiir A,v ist dies klar. Im
tibrigen beachte man (Va<t)a =pa Jy(y=1t A (Ve<y)a r a %) mit y ¢ vara, sowie
(Fe<t)ar =pp Jzyz(x + y=zrz=tra) mit y,z ¢ vara,t. (b) erfordert lediglich
den Nachweis, daB fiir eine ¥;-Formel Jz¢ auch die Formel (Vx<y)3z¢ zu einer ¥;-

sowie

Formel in PA dquivalent ist. Dieser Nachweis ist leicht, denn das Schrankenschema
(Ubung 3(c) Seite 86) zeigt (Vy<z)Izp =pa Ju(Vy<z)(Fz<u)p. 1

Ubungen

1. Man zeige (induktiv iiber n) 3, II, und damit auch A,, sind abgeschlossen
unter beschriankter Quantifizierung (eine beschriankt quantifizierte 3,,-Formel
ist aber zu einer ¥,-Formel i.a. nicht nicht mehr logisch dquivalent).

2. Man bestétige Ay C A; C ¥4, 11}, womit gezeigt ist, dafl diese vier Klassen
arithmetischer Priadikate paarweise verschieden sind.

3. Essei T, ={a € L, |NFa& qra <n}, sodaB ThN =,y Try. Nach
Satz 5.2 ist ThN selbst nicht arithmetisch. Man beweise, T, ist fiir jedes
n arithmetisch; genauer, Tr, ist hochstens A, ;. In diesem Sinne darf man
sagen, ThN sei arithmetisch approximierbar.
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Kapitel 7

Zur Theorie der Selbstreferenz

Vorliegendes Kapitel kann nur einen Einblick in eine im letzten Viertel des 20. Jahr-
hunderts weit entwickelte Theorie geben. Wir beweisen den zweiten Unvollstéandig-
keitssatz von Godel, Lobs Theorem und andere mit der Selbstreferenz zusammen-
héngende Ergebnisse. Einige weiterfithrende Resultate werden anhand von geeigne-
ten Anwendungen nur erlautert. Mit Selbstreferenz ist grob gesagt die Moglichkeit
gemeint, in einer Theorie T iiber T selbst oder verwandte Theorien zu reden. Diese
Thematik ist insgesamt von hohem erkenntnistheoretischen Wert.

Der Nachweis der sogenannten Ableitungsbedingungen fiir PA und andere Theorien
in 7.1 ist der Berg, den zunéchst erstiegen werden muf. Wer sich jedoch mit einem
Uberfliegen von 7.1 zufriedengibt, kann gleich in 7.2 beginnen; von dort ab sind
nur Friichte zu ernten. Allerdings entgeht einem dabei ein wirkliches Abenteuer, die
Verschmelzung von Logik und Zahlentheorie bei der Analyse von PA.

Schon Godel hat versucht, den Begriff ‘beweisbar’ durch einen modalen Operator im
Rahmen des Modalsystems S4 zu interpretieren. Dieser Ansatz widerspiegelt seine
eigenen Resultate aber nicht addquat. Erst nachdem die Modallogik nach 1970 einen
hinreichend hohen Entwicklungsstand erreicht hatte, konnte ein entsprechendes Pro-
gramm erfolgreich ausgefiihrt werden. Als geeignetes Instrument hat sich dafiir ein
mit G (oder GL) bezeichnete Modallogik erwiesen. Deren in 7.3 vorgestellte Kripke-
Semantik ist ein handliches Werkzeug zur Entscheidung iiber die Zugehorigkeit mo-
daler Formeln zu G, so daf§ dieses Modalsystem gut beherrschbar ist.

Ein Hauptresultat der modallogischen Behandlung der Selbstreferenz ist der Solovay-
sche Vollstandigkeitssatz 4.2. Gliicklicherweise gehort dieser Satz ebenso wie die
Vollstéandigkeit der Kripke-Semantik fiir G zu jener Art von Hilfsmitteln, die man
bequem anwenden kann, ohne ihre Beweise im Detail zu kennen. Es gibt einige Er-
weiterungen von G, die fiir die Analyse anderer Begriffe oder ihren Vergleich niitzlich
sind, z.B. die in 7.5 behandelte bimodale Expansion von G oder die Interpretierbar-
keitslogik, siehe [Vi]. Einen umfassenden Uberblick gibt [Bu, Chapter VII].
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7.1 Die Ableitungsbedingungen

Der zweite Unvollstéandigkeitssatz 2.2 besagt etwas vereinfacht, daf§ fiir eine hinrei-
chend strenge konsistente axiomatisierbare Theorie T" C L nicht 7 Conp gelten
kann, wobei Cony eine Aussage ist, welche die Konsistenz von 7" in £ zum Ausdruck
bringt. In populdrer Formulierung: Ist T' konsistent, so ist dies im Rahmen von
T nicht beweisbar. Dariiber hinaus ist die kursiv gesetzte Aussage unter gewissen
Bedingungen in 7" schon formulierbar und dort auch beweisbar.

Diese Bedingungen sind die sogenannten Ableitungsbedingungen D1 - D3 unten, die
durchaus ein eigenes Interesse verdienen. Thre Formulierung setzt die Godelisier-
barkeit von T voraus, was die Auszeichnung einer Folge 0,1,... von Grundtermen
einschlieit, siehe Seite 194. bewr(y, z) sei wie in 6.5 eine ¥; —Formel, die das rekur-
sive Pradikat bewr in T reprisentiere. bwby("a) (= Jybewr(y, ")) werde durch
Ua abgekiirzt und gelesen als ‘box o’ oder ‘beweisbar «’, weil es sich um die Formali-
sierung des Sachverhalts ‘+7 o’ in T handelt. O ist stets eine Aussage, auch wenn «
freie Variablen enthélt. Spéater wird gelegentlich auch O(z) fiir bwby(z) geschrieben.
In 7.4 wird O {iberdies als modallogischer Operator in Erscheinung treten.

Wir erklédren ferner Ca = —O—a fiir a € L°. Diese Aussage darf man lesen als «
st vertraglich mit T, denn sie ist die Formalisierung von ‘¥ —a’, oder gleichwertig
“T' + « ist konsistent’. SchlieSlich wird Cont in natiirlicher Weise durch

COIlT =0 (: _\bWbT('_J__l))

definiert. Dabei sei 1 eine beliebige Kontradiktion, etwa 0 # 0, wobei hier 0 dasselbe
bedeute wie 0. Es wird sich gleich herausstellen, dafl Cony modulo T unabhéngig ist
von der Wahl von 1. Die erwdhnten Ableitungsbedingungen lauten wie folgt:

Dl: tra= FprOa, D2 FrOanrO(a—p)—-08, D3:FrOa—0O0a.

Dabei durchlaufen «, 8 alle Aussagen aus L£°. Oft formuliert man D2 auch in der
gleichwertigen Form O(a — ) b7 Oa —OF oder D3 in der Form Oa k7 OOa. Die
Ableitungsbedingungen stammen in der angegebenen Gestalt von Lob, wurden in
etwas anderer Gestalt aber schon in [HB] formuliert.

Eine unmittelbare Folgerung aus D1, D2 ist DO: o ¢ f = Ua Fp OB, Denn
abtrf =Fra-p =Fr Oa-p) = Fr Oo—-0G. Daraus folgt sofort, dafl
yunter [1“ dquivalent ersetzt werden kann. Die Wahl von 1 in Conry ist also frei.

Bemerkung 1. Jeder nur dl: Fp a = Fp da und d2: O(a — ) Fp da — 00 erfiillende
Operator 9: L — L erfiillt demnach immer auch d0: o -7 6 = Jda bFp 98. Er erfiillt
zudem dn: O(anfB) =p dandf. Denn anrf Fr «, 8, also d(anf) Fr da, 00 Fp dandf
nach d0. Ahnlich folgt dandB Fr d(a s B) mit d0, d2 leicht aus a 7 3 —anB. Aus dO
schliefit man unmittelbar auf d00: a =7 8 = da =1 I06.
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Wéhrend D2 und D3 Aussagen(schemata) in 7" darstellen, ist D1 metatheoretischer
Natur. D1 folgt unmittelbar aus der Reprisentierbarkeit von bewr und gilt daher
schon fiir relativ schwache Theorien wie z.B. T'= Q. Die Umkehrung von D1,

D1*: FrUa = bFra, fir alle a € L°

muf} nicht richtig sein, gilt aber fiir alle w-konsistenten axiomatischen Erweiterungen
T O Q wie z.B. T = PA. Denn aus ¥r « folgt 7 —bewp(n, ) fiir alle n nach
Satz 6.4.2; also ¥ Jybewr(y, o) = Oa wegen der w-Konsistenz von T.

Anders als D1 sind D2 und D3 nicht so billig zu haben. T" muf} direkt oder indirekt
(via Godelisierung) tiber das Beweisen in T’ reden konnen. D3 ist nichts anderes als
die in T formalisierte Bedingung D1, wahrend D2 den Sachverhalt

(0)  bwbr(ad) & bwbr((a —F)") = bwbr(B) (siehe (7) Seite 178).
in der Theorie T reflektiert. Wir behaupten nun, D2 ist eine Konsequenz von
(1) b7 bewr(u, x) A bewr(v,x Sy) — bewr(ux v * (y),y).

Dabei miissen die in (1) auftretenden p.r. Funktionen in 7" natiirlich definiert sein,
was blofle Repréasentierbarkeit erheblich verscharft: f € F,, heile definierbar in T
(bzgl. einer gegebenen Termfolge (n),en), wenn es eine Formel §(Z,y) € £ gibt mit

(a) Frd(@, fd) fir alle @ € N*, (b)) ¢ VZ3lyd(7,y).
Daher kann f mit einem ebenfalls mit f bezeichneten Symbol in T' definitorisch
eingefiihrt werden, also Fr y= f¥ < (&, y). Dabei unterscheiden wir von nun an

nicht mehr zwischen 7" und definitorischen Erweiterungen von 7'. Damit erhélt man
leicht r fd= fd, etwa Fp a Sb=a =b. Mit "o, "3 fiir x, y liefert (1) dann

bewr(u,"a ") A bewr(v,"a — 7) b bewr(ux v (T57),757)

(weil T - 07 = & SB=d l»@ = "o 5747, Partikularisierung liefert schliellich
D2. Die eigentliche Arbeit — der Nachweis von (1) — steht aber noch aus.

Der Ubersicht halber begrenzen wir alle folgenden Ausfiihrungen auf die Theorien
ZFC und PA, die bei fast allen grundlagentheoretischen Fragestellungen im Blick-
punkt des Interesses stehen. ZFC wird nur kurz diskutiert, weil der Nachweis von
D2, D3 hier ungleich einfacher ist als fiir PA. So ist (1) und damit D2 deshalb
klar, weil der naive Beweis von (0) fiir 77 = ZFC unschwer in ZFC formalisiert
werden kann. Das schliefit die Definierbarkeit aller dort erscheinenden arithmeti-
schen Funktionen natiirlich ein. Diese wurden in 6.1 aber definiert — setze z.B.
ax b = () falls nicht a,b € w. Man godelisiert £, nach dem Muster von 6.2 durch
eine Primzahlexponenten-Kodierung, obwohl man dazu eigentlich nicht genétigt ist,
weil in ZFC iiber iiblich definierte endliche Folgen und damit iiber £.-Formeln na-
hezu direkt geredet werden kann. Dies geschieht nur, um die Kohérenz mit den
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Ausfithrungen in 6.2 zu wahren. Eine Formel ¢ € £, wird so zum w-Term "¢ ' in
ZFC. L,,-Formeln identifizieren wir mit ihren Relativierten auf w, den arithmetischen
Formeln von £, wie z.B. bewzrc(y, z) und bwbzec (= (Jyew) bewzrc(y, z)).

Sicher wird bewzpc nach Satz 6.4.2 in ZFC durch bewzpc reprisentiert. Dieser Satz
ist wie jeder Satz in diesem Buch ein Satz in ZFC. Damit ist der auf diesem beru-
hende Beweis von D1 (bishin zu Korollar 6.4.3) in ZFC gewifl ausfithrbar — denn
wir haben ihn ja ausgefiihrt, wenn auch nur informell — und D3 ist bewiesen. Die
Ableitungsbedingungen fiir ZFC folgen grob gesagt einfach daraus, dal die gewohnte
Mathematik, speziell das Material von Kapitel 6 in ZFC formalisierbar ist.

Bei alledem braucht man keine typisch mengentheoretischen Konstruktionen wie z.B.
ordinale Rekursion; man benétigt nur einfache kombinatorische Fakten. Das deutet
darauf hin, dafl die Beweise auch in hinreichend strengen arithmetischen Theorien
ausfithrbar sind. Die Kodierung der £,-Formeln in PA durch ihre Gédelterme wie
auf Seite 191 ist nicht das Problem. Nur liegt z.B. die Definierbarkeit der Funktionen
aus (1) und anderer relevanter Funktionen in PA nicht auf der Hand V). Unser erstes
Etappenziel ist daher der Nachweis, daf§ alle bisher in Erscheinung getretenen p.r.
Funktionen sogar in folgendem Sinne beweisbar rekursiv sind:

Definition. Eine n-stellige rekursive Funktion f heifle 3;-definierbar in PA oder
kurz beweisbar rekursiv, wenn es eine ¥;-Formel 6¢(Z,y) gibt mit

(2) (a) N E (@, fa) fiir alle @ € N”, (b) Fpa VZ3lyds(Z,y).

Wegen der X;-Vollstandigkeit von PA ist (a) gleichwertig mit Fpa 0(d, fd), so daB
f durch 4 in PA tatséchlich explizit definiert wird. Wir zeigen dies sogleich fiir alle
p.r. Funktionen, und zudem die Beweisbarkeit der entsprechenden Rekursionsglei-
chungen. Danach kann man in PA mit diesen Funktionen umgehen, als wéiren sie von
Anfang an in der Sprache vorhanden. Erst diese grundlegende Tatsache rechtfertigt
eine Identifikation der elementaren Zahlentheorie und Kombinatorik mit PA.

D3 erfordert dariiber hinaus weitergehende Vorbereitungen. Wegen ihres Umfangs
werden auch in guten Lehrbiichern nicht alle Beweisschritte dargeboten. Aber alle
nachfolgend nur beschriebenen Beweisschritte konnen vom Leser mit ausreichender
Geduld unschwer explizit ausgefiihrt werden. Man koénnte sich das Leben durch die
leider auch nicht einfach beweisbare gegenseitige Interpretierbarkeit von PA und
ZFCg, (Seite 202) erleichtern. Dann kdme man weitgehend ohne Kodierung aus.

DGaédel gab in [Go2] eine Liste von 45 p.r. Funktionen an, deren letzte X,,, war. Er betrachtet
dort in Anlehnung an [WR] eine arithmetische Theorie hoherer Stufe. Dafl Godels Sétze auch in
einer Arithmetik 1. Stufe gelten, wurde in [HB] erstmals nachgewiesen. Wie stark PA wirklich
ist duBert sich unter anderem auch darin, dafl in PA wesentliche Resultate der Metamathematik,
etwa die relative Konsistenz von ZFC zu ZF bewiesen werden konnen.
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Fiir einige Funktionen, darunter die B-Funktion, ist deren ¥;-Definierbarkeit in PA
direkt beweisbar, Ubung 1. Aber schon um die Definition der Exponentialfunktion in
N durch 6, aus der Bemerkung 1 in 6.4 auch in PA als legitim zu erkennen, miissen
Lemma 6.4.1 iiber die B-Funktion und damit auch der Chinesische Restsatz im Rah-
men von PA bewiesen werden. Schon die Formulierbarkeit dieser Aussagen in L,
liegt nicht auf der Hand. Zwecks Uberwindung dieser Hiirde mogen voriibergehend
¢, d einstellige beweisbar rekursive Funktionen bezeichnen, die noch von weiteren Pa-
rametern abhéngen diirfen. Ein solches ¢ bestimmt fiir gegebenes n die Zahlenfolge
Coy -+ -, Cp mit ¢, := c(v) fiir v < n. Mit der definierbaren Relation L der Teilerfremd-
heit ist der Chinesische Restsatz in PA provisorisch dann wie folgt formulierbar: Fiir
beliebige ¢, d wie oben verabredet gilt

(3) Fpa Vn[(Vn, i, j<n)(c,<d,r(i#j —d; Ld;)) —=Fa(Vv<n) rest(a : d,)=c,] 2.

Um den Beweis des Restsatzes auf Seite 189 in einen solchen von (3) zu verwandeln,
bendtigen wir fiir gegebenes beweisbar rekursives d den Term kgV{d,|v<n}. Dieser
ist in PA X;-definierbar weil d dies ist und Teilbarkeit A ist, und zwar durch

dp(z,y) = (Wwa)d,lyn (Vz<y)(Fv<e)d, ) 2 (f:n— keV{d,|v<n}).

Genauer, d¢(x,y) beschreibt eine ¥;-Formel, &hnlich wie 6., auf Seite 190. Weil
N E §¢(n, kgV{d,|v<n}) fiir jedes n, gilt 2(a). Fir f(z,y) := (Yv<z)d, |y ergibt
das Schema der Minimimalzahl (Ubung 3 in 3.3) sofort Fpa 3!yd;(z,y), wenn zuvor
nur Fpa Jyf(x,y) bewiesen wurde (‘endlich viele Zahlen haben ein gemeinsames
Vielfaches’). Das erfolgt induktiv iiber x. Klar ist Fpa Jy3(0,y). Den Beweis des
Induktionsschritts JyL(x,y) Fpa Iy G(Sx,y’) fithren wir informell: Sei d, |y fiir alle
v < x. Dann gilt sicher d, | y - dg, fiir alle v < Sz, d.h. ¥ = y - dg, ist eine geeignete
Wahl. Also 3y'3(Sz,y’). Das beweist 2(b). Damit erhélt man schlieflich den Beweis
von (3), indem man konsequent dem Beweis des Restsatzes in 6.4 folgt, und mit der
Schreibweise Bst fir B(s,t) alsdann folgende Version von Lemma 6.4.1:

(4) Fpa YoIu(Vrv<o) ¢, = Buv, fir jede beweisbar rekursive Funktion c.

Satz 1.1. Jede p.r. Funktion f ist beweisbar rekursiv. Dariber hinaus sind im Falle
f =O0p(g,h) auch die Rekursionsgleichungen fir f in PA beweisbar.

Beweis. Fiir die Anfangsfunktionen und +, - sind vq=0, v; =Sv,, v, =v,, sowie
vo =17 + v; und v =1, - v; definierende X;-Formeln. (2) ist hier offensichtlich.
Fir f = hlg1,..., gm] sel 6¢(Z,y) die Formel y=h(q:Z, ..., ¢gnT) — genauer, deren
Reduzierte 3y (A, 64, (Z, y:) A 05y, 1)) in L, — und auch hier ist (2) offensichtlich.

2) Aus suggestiven Griinden bezeichnen jetzt gelegentlich auch n, v, ... Variablen von L. Im Rest-
satz in 6.4 wird iiber endliche Zahlenfolgen quantifiziert. Dies kann in PA erst geschehen, nachdem
nachgewiesen wurde, dafl PA iiber endliche Zahlenfolgen zu reden imstande ist, daher die Benen-
nung provisorisch. Die jetzigen Betrachtungen dienen u.a. diesem Ziel.



214 7 Zur Theorie der Selbstreferenz

Etwas Geschick verlangt nur die Definition von d; fiir f = Op(g, h). Beachtet man,
daf fiir die B-Funktion die Formel beta aus 6.4 das Verlangte leistet, sei
(5) 04(,y, z) == Fu[ Bud = gZ A (Vv<y)BuSv=h(Z,v, Buv) r Buy=z].

~~

¥(u,%,y,2)
Die Bedingung 2(a) N F 04(a,b, fd) iiberpriift man leicht durch (Meta-)Induktion
iiber das Rekursionsargument b. Wir konzentrieren uns hier auf den Nachweis von
2(b). Die Eindeutigkeit folgt aus Fpa v(u,Z,y, 2) ay(v/, Z,y, 2') - z=2', was sich
mit dem Blick auf (5) leicht induktiv iiber y ergibt. Auch Fpa 3204(Z,y, 2) folgt
induktiv tiber y. Fiir y = 0 beachte man Fpy JuBul= g7 gemif (4); man nehme

hier z.B. ¢: v — w, definiert durch die Formel v=0rw=g% v v#0Arw=0. Den
Induktionsschritt (x) 320¢(Z,y, z) Fpa 32'6(7, Sy, ') beweisen wir wieder informell.
Angenommen v(u, Z,y, z), oder gleichwertig v(u, Z,y, Buy). Dann ist das durch

o(v,w,u, Z,y) = v#Syrw=Buv v v=S8yrw=h(Z, v, Buy)

definierte ¢: v +— w mit den Parametern u,Z,y beweisbar rekursiv. Nach (4) mit
Sy fur v gibt es ein v/ mit Bu'v=c, = Buv fir v < y und Bu'Sy = h(Z,y, Buz). Mit
diesem v’ und 2’ = Bu'Sy erhélt man dann (u, 7, Sy, 2’). und damit 32/'6(Z, Sy, 2’).
Das beweist (x) und damit 2(b). Schliefllich zeigen wir fiir f = Op(g, h) noch

(a) Fpa f(2,0)=gZ, (b) Fpa f(Z,Sy)=NZ,y, f(Z,y)).

(a) gilt nach 2(b), weil (5) unschwer Fpa 04(Z,0, gZ) ergibt. Zum Nachweis von
(b) zeigt man induktiv {iber y zuerst leicht v(u, Z,y, 2) Fpa (Vo<y) f(Z, Sv) = BuSv.
Hieraus ergibt sich v(u, ¥, y, 2) Fpa ¢ := (VYo<y) f(Z, Sv) = h(Z, v, f(Z,v)). Weil aber
Fpa J27v(u, &, y, z), erhalten wir Fpa ¢, was (b) offensichtlich umfafit. [j

Damit ist unser erstes Etappenziel erreicht. Wegen der Definierbarkeit ihrer cha-
rakteristischen Funktionen lassen sich die auf Seite 178 formulierten Eigenschaften
der Pradikate bewpp und bwbpa nun auch im Rahmen von PA beweisen. Dazu sind
nur die in der dortigen Bemerkung formulierten Eigenschaften von %, ¢,... auch in
PA zu beweisen. Das ist ein kleines, dem Leser iiberlassenes Extraprogramm mit
Einschlufl des Beweises der eindeutigen Primzerlegung. Damit ist (1) fir 7' = PA
endlich bewiesen. (1) impliziert D2 und mit O = bwbpa dartiber hinaus offenbar

(6) O(z >y) Fpa O(z) —DO(y).

Bemerkung 2. Nun lassen sich auch die formalisierten Gleichungen der Ubung 4 in 6.4 in

—

PA beweisen. (b) lautet nun z.B. Fpa sbz("a™, Z
ist Fpa sbz("a™, &) = Ta™ fir a € LY. (c) verdeutliche man sich an einem Sonderfall:
sbuy (&, a, Sa) = sby((a52)", a), formalisiert: sby ,(Ta™, z,y) 3£ = sb,("a 327, z). Fiir den

Spezialfall im Beispiel Seite 193 benétigt man dazu lediglich Fpa #f Sz =S .

)= sbz/(Ta, Z') mit varZ’ = frei . Damit

3) O konnte hier sogar bwby fiir eine beliebige axiomatisierbare gidelisierbare Theorie bedeuten.
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Nunmehr sind wir fiir den Beweis von D3 geriistet. Niitzlich hierfiir ist folgende
Definition. Fiir ¢ = (%) sei Og] := O(sbz("¢™, 7)) (= bubpa(sbz("¢ ", Z))).

Nach Bemerkung 2 ist Fpa sbz("p ™, Z) = sbz ("¢, Z’) mit varz’ = freip. Daher
darf man 0.B.d.A. von freid[p]| = freip ausgehen. Fiir Aussagen « darf O[a] mit
Oa identifiziert werden, weil Fpa sbz("a™, Z)="a". Durch I—pA O[], gleichwertig
Fpa VZO[p], wird in PA der Sachverhalt ‘Fpa (@) fiir alle a@’, also die Existenz
einer Schar von Beweisen in einer einzigen Aussage formuliert. D1es kann wegen der
w-Unvollstédndigkeit von PA weniger sein als Fpa L (oder gleichwertig Fpa CVZ).

Sz

Beispiel. Sei p(x,y) = Sx=1y. Wir zeigen ¢ Fpa O[yp], gleichwertig Fpa (O[¢]) 57,
wobei 0.B.d.A. z,y ¢ gbdO(x). Weil Fpa sb, (T, z,8z) = sb, ("¢ 327, z) (Bemer-
kung 2), geniigt es Fpa O[Sz =Sz zu verifizieren. Dies reflektiert in PA ‘fiir belie-
biges n ist Fpa Sn=38n". Wir begriinden Fpa O[] fiir a(x) := Sz=Sz im Detail:
Man betrachte die p.r. Funktion &: n — sb,(d,n) (die Gédelzahl von a(n)). Nach
Axiom A9 ist (&(n)) ein simpler arithmetisierter Beweis fiir &(n). In PA formalisiert:
Fpa bewpa({(&(z)), &(x)). Das ergibt Fpa Jy bewpa(y, @) = O(a@)) = Oal.

Es gelten folgende Verallgemeinerungen von D1, D2 fir a = (%) und § = B(Z):

(7) (a) Fpaa = Fpalla] ; (b) Ola—p]Fpa Ola] -0O[3].
Denn sei Fpa «, so dafl auch Fpa Ua. Nun liefert ein Beweis fiir o dhnlich wie im
Beispiel fir jedes @ € N™ in p.r. Weise leicht einen solchen fiir az(a@). Allgemein
formuliert O(u) Fpa O(sbz(u, Z)). Das ergibt mit "o fiir u wegen Fpa Do dann
Fpa O(sbz(Ta™, ©)) (= O[a]). (b) folgt aus (6) mit sbz("a™, %), sbz("57, Z) fir z,y.
Man beachte nur Fpa sbz("a — 37, %) = sbz(Ta7,Z) = sbz("47, #) nach Ubung 4
in 6.4. Die nach PA {ibertragene Gleichung (c) dieser Ubung ergibt ferner

(8) Ol z =pa Oaz] (t€{0,y,Sy} mit y ¢ gbd ).
Die Einschrankung in (8) ist unerheblich, aber der Beweis wére schwieriger und wir
benstigen nur (8). D3 ist nun lediglich ein Sonderfall der Schliisselbehauptung

(9) ¢ Fpa O[] fiir alle ¥y-Formeln ¢ (die beweisbare 31 - Vollstindigkeit).

Denn wihlt man in (9) fiir ¢ die ¥;-Aussage Oa fiir beliebig vorgegebenes a € L2,
ergibt sich Oa Fpa O[0a] = O0«, und D3 ist bewiesen. Man erhélt (9) durch eine
Anwendung des folgenden Satzes, weil der Operator 9: o — O[] nach (7), (8) und
wegen freia = freid]a] die Voraussetzungen des Satzes erfiillt.

Satz 1.2. Sei 0: L, — L, ein Operator mit frei0a C freia und den Figenschaften
dl: Fpa o = Fpa o, d2: O(a — ) Fpa Oa — 0P,
ds: (0a)L =pa d(at) (t€{0,y,Sy}, y ¢ ghda).
Dann gilt o Fpa O fiir alle 31-Formeln ¢ aus Ly,
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Beweis. 0 erfiillt nach Bemerkung 1 auch d0, d00 und da . Es geniigt nach Satz 6.7.2,
die Behauptung fiir modifizierte >;-Formeln zu beweisen. Sei ¢ zuerst die Formel
Sz =y. Hier ist ¢ Fpa O¢ gleichwertig mit Fpa dp 5 (= (9)3E), und dies nach ds
mit Fpa 0 Sx = Sx was nach d1 gilt. Ahnlich folgt y= 2z Fpa Oy = 2. Das wird fiir den
Induktionsbeweis von Fpa Yyz(¢ — ) mit ¢ := x + y=z iiber x in PA bendtigt.
02 Fpa y=2 Fpa O(y=2) Fpa 0(92) Fpa Op 2 und damit Fpa (¢ —0p)2. Weil
2 =pa 05 ist wegen d00,ds auch Op 5L =pp O 2. Das liefert den Induktions-
schritt, denn Vyz(p —d¢) F 0§ =00 ea 0 % — 00 % = (0 —0p) 5.

Die Formel x -y = z iiberlassen wir dem Leser. Die Schritte iiber v, 3 sind einfach:
anf Fpa a, 0 Fpa Oandpf Fpa O(anB) nach da. Bei v ist o Fpa O Fpa O(avf)
zu beachten, analog fiir 3. Ferner ist wegen a bFpa Jza auch o Fpa o Fpa 03z,
und weil x ¢ freid3dza, folgt dxa Fpa 0dza nach d0. Auch der Schritt iiber die
Primterm-Substitution ist einfach: a Fpp Oa liefert a L Fpp Oa L Fpa O(ak).

Es verbleibt der Schritt iiber die beschriankte Quantifizierung. Sei o Fpa da und
y & vara. Wir zeigen ¢ Fpa Op fiir ¢ := (Va<y)a induktiv iiber y. Wegen Fpa ¢35
ist Fpa 8(@%) Fpa &p% nach d1, ds und erst recht go% Fpa &pg (Induktionsanfang).
Nun ist gp%y =pa ¢ A Z, und o Fpa Oa liefert a2 Fpa da % Fpa (k). Das ergibt
e A(p—0p) Fpa pral a(p—0p) Fpa 0pnd(ak) Fpa dpnal) Fpa (93L),
also ¢ — 0y Fpa gp%y —>8(g0%y) was zum Induktionsschritt gleichwertig ist. [

Bemerkung 3. D1 - D3 sind noch fiir erheblich schwéchere Theorien als PA beweisbar,
z.B. fiir die sogenannte Elementare Arithmetik EA = IAg +Vay3z0eep(,y, 2). Hier sei degp
gemifl Bemerkung 1 Seite 186 als Ag-Formel verstanden. Fiir eine dquivalente Formulie-
rung von EA siehe auch [FS]. Bemerkenswerterweise sind die in EA beweisbar rekursiven
Funktionen genau die elementaren (fiir einen expliziten Nachweis siehe [Si]). Hochst bemer-
kenswert ist auch ein Resultat aus [Be3|. Erweitert man EA um das ITo-Induktionsschema
ohne Parameter, so sind in dieser Theorie genau die p.r. Funktionen beweisbar rekursiv.

Ubungen

1. Man beweise in PA mit den iiblichen Rechengesetzen (Ubung 2 Seite 86)
VoyIlz2z=(r +y)? + 3z +y und VayIlz(y=2=0v Jvz=y-v+ 212 < y)
(Definierbarkeit von Paar- und rest-Funktion), sowie Fpa Vay3!z beta(z,y, 2).

2. Man beweise in PA (a) (Va>1)3p(primpapla), (b) den Satz von Euklid, 6.4.

3. (Vk=>2)Jun(k=[],, PP A Bun #0) ist eine Formalisierung der Primfaktor-
zerlegung. Man beweise diese in PA und dariiber hinaus deren Eindeutigkeit.

4. Sei T" =T + a und T erfiille D1 - D4. Man zeige (a) Fr Oy < Or(a —¢)
(das formalisierte Deduktionstheorem), (b) D1 - D4 gelten auch fir 7”.
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7.2 Die Theoreme von Godel und Lob

Wir werden nun die Friichte der Bemiihungen in 7.1 ernten. Solange nichts anderes
vereinbart wird, bezeichne T' eine beliebige axiomatische Theorie in einer godeli-
sierten Sprache £, welche nebst dem Fixpunktlemma aus 6.5 die Ableitungsbedin-
gungen D1 - D3 aus 7.1 erfiillt. Wir richten unser Augenmerk sogleich auf die
Eindeutigkeitsaussage in Lemma 2.1(b) unten. Danach kann bis auf Aquivalenz in
T hochstens Oa — a Fixpunkt der Formel [J(x) — a sein. Der Beweis von Satz 2.2
wird zeigen, daf auch —[J(z) bis auf T-Aquivalenz nur einen Fixpunkt hat. Dahinter
verbirgt sich nach Korollar 4.6 eine ganz allgemeine Tatsache.

Lemma 2.1. Sei T wie oben vereinbart und o,y Aussagen aus L° derart, dafs
*x)  y=rOy-a
Dann gelten (a) Oy =7 Oa, sowie (b) v =7 Do —a.
Beweis. (x) liefert Oy Fr O(Oy —»a) Fr OOy —Oa mit DO, D2. Nach D3 ist aber
Oy By OOy, also Oy Fp Oa. Weil a Fp Oy —a F¢  nach (%), folgt o k7 v und

wegen DO daher auch Oa ¢ Oy, Das beweist (a). Ersetzung von [y durch Oa in
(x) geméB (a) ergibt (b). [

Satz 2.2 (Zweiter Unvollstidndigkeitssatz). PA erfillt nebst dem Fizpunktlem-
ma auch D1 - D3. Jede Theorie T dieser Art hat die folgenden Eigenschaften:

(1) Ist T konsistent, so ist ¥ Conr,

(2) l_T COIlT — ] ConT.
Beweis. Der Beweis von D1 - D3 fiir PA war Gegenstand von 7.1. (1) folgt leicht
aus (2). Denn angenommen k7 Cony. Dann ist - O Cony nach D1 und 7 =0 Cony
nach (2), daher ist 7" inkonsistent. Das beweist (1). Zum Nachweis von (2) sei v ein
Fixpunkt von —bwby(z), also (¢) v =r —Ovy. Mit Lemma 2.1(b) fiir « = 1 folgt

v =r 0L — 1 = =01 = Cony. Dies liefert Cony =1 =0 Cony nach (c). Eine Hélfte
hiervon ist die Behauptung (2). [J

Keine noch so starke konsistente Theorie kann demnach ihre eigene Konsistenz be-
weisen. Speziell gilt ¥pa Conpa. Der Beweis zeigt ferner, dal Cony modulo T' der
einzige Fixpunkt von —bwby ist. Er zeigt dariiber hinaus

(3) Congy =7 —Conr.
Das verschérft (2) aber nur leicht. Denn =0 Cong 7 Cony ist ein Sonderfall von

(4) —Oa b Cong (gleichwertig = Cony Fr Oa), fiir jedes o € L.
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Dies folgt wegen 1 Fr a und = Cony = 1L bereits mit D0 und reflektiert in 7" den
Sachverhalt ‘Ist 7" inkonsistent, so ist jede Formel beweisbar’. Nach (1) und (3) ist
Fpa =0 Conpa, obwohl ‘in PA ist Conpp unbeweisbar’ wegen (1) wahr ist.

Alle diese Behauptungen gelten unabhéngig vom ,, Wahrheitsgehalt“ der Sétze von
T. Eine Folge des 2. Unvollstandigkeitssatzes ist ndmlich die Existenz konsistenter
arithmetischer Theorien 7' O PA, die nebst (in A/) wahren auch falsche Behauptun-
gen beweisen; mit anderen Worten, in denen Wahrheiten und Unwahrheiten friedlich
miteinander leben. Solche , Traumtheorien“ sind iiberaus reichhaltig und umfassen
die gewohnliche Zahlentheorie. Eine solche ist speziell PA* := PA + — Conpa, denn
die Unbeweisbarkeit von Conpa in PA ist gleichwertig mit der Konsistenz von PA*.
Die kursiv hervorgehobene Aussage ist in PA sogar beweisbar. In der Tat, nach dem
Deduktionstheorem ist Fpayro L < Fpa a — 1L = =, und dies 148t sich auch in PA
verifizieren, d.h. Fpa Opasal < O-a (Ubung 4(a) in 7.1), oder gleichwertig

(5) Conpara =pa “—a; allgemeiner Cong,, =r “U-av.
Fiir o = Conpp ergibt dies Conpyr = === Conpa = —JConpa, und mit (3) folgt
(6) COnpA =PA COIIPAJ_ .

Zusammengefafit: die konsistente Theorie PA™ umfafit einerseits die uns vertraute
Zahlentheorie, beweist aber die gewif} falsche Aussage bwbpa(T0507). Mehr noch,
weil Fppr 1 Conpa, beweist diese Theorie nach (6) sogar ihre eigene Inkonsistenz,
obwohl sie doch konsistent ist. Wir lernen hieraus, daff mit einer konsistenten Theo-
rie T' nicht notwendig auch T := T + Conr konsistent sein mufl. Die Konsistenz
von T kann in T sozusagen eine andere Bedeutung haben als von auflen gesehen,
dhnlich wie die Bedeutungen von ‘abzihlbar’ divergieren, je nachdem ob man sich
in ZFC befindet oder auf ZFC blickt. Man kann auch sagen, PA* beliigt uns mit der
Behauptung — Conp, 1. Womit uns PA* u.a. noch beliigt wird Satz 2.4 zeigen.

Wir diskutieren nun das neben (3) beriihmteste Beispiel einer selbstbeziiglichen Aus-
sage. Offenbar behauptet ein Fixpunkt o von bwby gerade seine eigene Beweisbar-
keit, also o =1 Ua. Ein triviales Beispiel ist a = T, denn mit F¢ T ist auch F¢ O,
also T =p 7. Es wird sich wiederum zeigen, dafl T modulo T einziger Fixpunkt
von bwby(x) ist. Ein Satz kann also seine eigene Beweisbarkeit nur dann behaupten,
wenn er tatséchlich beweisbar ist. -7 « folgt sogar schon aus 7 Oa — «. Damit gilt
das Letztere nicht fiir jedes «, obwohl man etwa fiir 7' = PA die Beweisbarkeit von
Oa — «a fiir alle o € £° durchaus erwarten kénnte, weil diese Aussagen wahr sind.

Satz 2.3 (Lobs Theorem). T erfille D1 - D3 und das Fixpunktlemma. Dann hat
T die Figenschaften

D4: by O(0a —a) —»Oa, D4°: brOa—a = Fra (e L.
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Beweis. Sei v ein Fixpunkt von O(z) — « geméf Fixpunktlemma, v =7 Oy —a.
Also v =r Oa — « nach Lemma 2.1(b). Hieraus folgt Oy =y O(0a —«) nach DO.
Lemma 2.1(a) besagt Oy =¢ Oa, also Da = O(0a — «). Eine Hélfte hiervon ist
D4. Nachweis von D4°: Es gelte Fr Oa — a. Dann ist 7 O(0Oa — «) nach D1. Mit
D4 folgt hieraus Fr Oa, und Fr Oa — « liefert alsdann Fr o, [

D4 ist die in T formalisierte Version von D4°. Eine von vielen Anwendungen des
Satzes ist folgender Kurzbeweis des Godelschen Resultats (1). Fiir v = L ergibt D4°
¥r 1= ¥Fr Ol — 1 = Conr. Analog folgt (2) sofort aus D4 durch Kontraposition.

Anders als PA* geht PAT = PA + Conpa mit der Wahrheit konform. Leider weifl man
nicht genau, was Conpa zahlentheoretisch oder kombinatorisch bedeutet. Das weif}
man aber von einer von Paris und Harrington entdeckten und in ZFC beweisbaren
arithmetischen Aussage o mit -pp & — Conpa, die nach (1) in PA nicht beweisbar sein
kann. Inzwischen kennt man mehrere derartige Aussagen, die alle kombinatorisch
gefiarbt sind. Ein populédres Beispiel einer derartigen Aussage ist der

Satz von Goodstein. Jede Goodstein-Folge endet mit 0.

Darunter sei eine Zahlenfolge (a,)nen mit beliebig vorgegebenem ag verstanden, so
daB sich a,1 aus a, wie folgt ergibt: Sei b, = n + 2, also by = 2. Man stelle a,, fiir
b := b, in b-adischer Basis dar, so daf fiir ein gewisses k

(*) ap = Zzgk bk_ici, mit 0 é C < b.

Dabei werden auch die Exponenten k —1¢ in b-adischer Darstellung geschrieben, auch
die Exponenten der Exponenten, usw. Nun ersetze man b iiberall durch b + 1 und
subtrahiere von der so entstehenden Zahl die Zahl 1. Das Ergebnis heifit dann a,, 1.
Die Tabelle unten enthélt ein Beispiel, beginnend mit ag = 11. Schon as hat den
Wert 134217 728. Wie man an diesem Beispiel sieht, wéchst a,, zunédchst enorm an
und es ist kaum glaubhaft, dafl diese Folge mit 0 endet. Der Beweis hierfiir ist nicht
einmal schwierig. Man schétzt a, nach oben ab durch eine Ordinalzahl ,, die aus
a, grob gesagt dadurch entsteht, dal man die Basis b in (*) durch w ersetzt. Solange
any1 # 0, gilt dann &,,1 < &,. Da es keine unendlichen echt fallenden Folgen von
Ordinalzahlen gibt, muf a,, schlieBlich mit 0 enden. Siehe hierzu auch [HP].

ap=11=2>"14+241 [2~3 |3 +34+1=85
a; =84 =331 4+ 3 3o 4| 4 44 =1028
a, =1027 =41 43 |4~ 5|57 +3=15628
as = 15627 =51 +2 |5~ 6| 65T +2 = 279938
ay =279937 =651 +1 |6~ 7| 77T +1 = 5764802

Viele metatheoretische Eigenschaften konnen durch Benutzung des Beweisoperators
[ in T" ausgedriickt werden, oft durch Aussagenschemata. Hier einige Beispiele, die
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hilfreich sind um die Reichweite von — Cony zu erfassen. Keines dieser Schemata trifft
nach Satz 6.5.1" von auflen gesehen auf T' zu. o durchliuft jeweils alle Aussagen.

SyVo: OavO-a (syntaktische Vollstandigkeit),
SeVo: a—UOa (semantische Vollstandigkeit),
w-Vo : VaOlp(z)] - OVre(z) (w-Vollstindigkeit).

Satz 2.4. Folgende Figenschaften sind in einer Theorie T mit den eingangs ge-
nannten Eigenschaften dquivalent:

(i) =Cony, (i) SyVo, (iii) SeVo, (iv) w-Vo.

Beweis. Nach (4) sind (i)=-(ii),(iii),(iv) klar. (ii))=(i): Nach dem formalisierten
Rosserschen Theorem (siehe 7.4) ist Cony Fp —Oa, -O-a fiir ein «. Das ergibt
Oa v O-a b7 = Cong. (iii)=-(i): Nach SeVo ist Cony Fr O Cong, Satz 2.2 sagt aber
Cony k¢ = Cony, also Fr = Cony. (iv)=-(i): Es ist = bewr(z, 1) Fr O[-bewr(z, L)]
geméB (9) in 7.1, also Cony = Va—bewr(z, L) Fr VaeO[-bewr(z, 1)]. Mit w-Vo und
(2) also Cong ¢ OVz—bew(x, 1) = OCony Fp — Cony. Folglich ¢y = Cony. []

Bemerkung. Auch Conp ist in 7" mit anderen Eigenschaften dquivalent, etwa mit dem
Schema Ua — « fiir 11;-Aussagen « lokales I1i-Reflektionsprinzip, sowie mit dem wuni-
formen I1; -Reflektionsprinzip VeO[a(x)] — Vaa(x) fiir II;-Formeln «, siehe z.B. [Ba, D1].
Sowohl der Satz von Paris-Harrington als auch der von Goodstein sind in PA zur uniformen
Y1-Reflektion dquivalent, sieche etwa [Ba, DS].

Wir erkliren induktiv 79 = T und T"*' = T™ + Congn. Diese n-fach iterierte
Konsistenzerweiterung hat nach Ubung 3 die Darstellung 7" = T + —[0"1; dabei ist
O = bwby, ’a = o und O0""a = O0". Es sei T¥ := |, ., 7" Da T" C T,
ist T konsistent genau dann, wenn alle 7" konsistent sind, d.h. ¥y ("L fiir alle n.
Beispiel 2(a) in 7.3 wird zeigen PA € PA' € PA®> C ... Wie PA! = PA + Conpa,
geht auch PA* mit der Wahrheit konform, was kritisch beleuchtet allerdings nur
heifit, daBl PA® relativ konsistent ist zu ZFC, d.h. Fzgc Conpaw. Hier das (in ZFC zu
formalisierende) Argument: Wére Fpaw L, so folgt schon Fpan L fiir ein n und mithin
Fpa —0"1 — 1 = [O"1. Dies aber ist unmoglich, wie eine wiederholte Anwendung
von D1* auf Seite 211 zeigt.

Ubungen

1. Man beweise D4° fiir T" durch Anwendung von Satz 2.2 auf 7" =T + —a.

2. Man zeige mit dem Lobschen Theorem, Conpy — < Conpy ist in PA unbeweisbar
(wohl aber wahr).

3. Man beweise 7" = T + —0"1 und Conyn =p -1 1. Dabei sei O = Oy.

4. Man beweise -zrc Opaa — « fiir jede arithmetische Aussage o € L.
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7.3 Die Modallogik G

In 7.2 wurde Pradikatenlogik kaum bendétigt. Daher iiberrascht nicht, dafl sich viele
der dortigen Resultate aussagenlogisch, genauer, in einem sogenannten modalen
Aussagenkalkiil gewinnen lassen. Dieser enthalte nebst A, — auch das Falsumsymbol
1, sowie einen weiteren einstelligen Junktor [1, der den Beweisoperator interpre-
tieren soll. Wir definieren zuerst eine aussagenlogische Sprache 5, deren Formeln
durch H, G, F bezeichnet werden mogen: (a) Die Aussagenvariablen py, pa, ... und L
gehoren zu J5. (b) Mit H, G € 3 sind auch (H AG),—~H,0H € ;. Weitere Formeln
gibt es in diesem Zusammenhang nicht. H v G, H -G, H < G und T seien wie
iiblich definiert. Ferner sei O°H = H und O""'H = 00" H, sowie OH := -0O-H.

Sei G die Menge der Formeln von 35, die man mit Substitutionen o: 35 — Jg,
dem Modus Ponens MP und der ,,Box-Regel* MN: H/CIH ableiten kann aus den
Tautologien der 2-wertigen Aussagenlogik, vermehrt um die modalen Axiome

O(p —q) »0Op —0q, Op—0O0p, O(Dp —p) —0Op (Lébs Aziom).

Auf das Axiom Op — OOp konnte im Prinzip verzichtet werden; es ist aus den iibri-
gen Axiomen beweisbar, siehe [Boo| oder [Ral]. Fiir H € G schreiben wir meistens
e H (gelesen: G beweist H). Die Regel MN entspricht offenbar der Bedingung D1.
Das erste Axiom von G gibt D2 wieder, das mittlere D3, und das letzte entspricht
D4. Eine Beschreibung der Beziehung zwischen G und PA gibt 7.4. Zunéchst geht es
nur um das formale System G und seine nachfolgend erlauterte Kripke-Semantik. Wir
beschréanken uns hier ganz auf endliche Kripke-Strukturen fiir G, kurz G-Strukturen
genannt, und beginnen ohne lange Vorrede mit folgender

Definition. Eine G-Struktur sei eine endliche irreflexive Halbordnung (g, <). Eine
Belegung sei eine Abbildung w, die jeder Variablen p eine Teilmenge wp von g
zuordnet. Die von w abhéngige Relation P I H zwischen Punkten P € ¢ und
Formeln H € 35 (gelesen: P akzeptiert H) wird induktiv erklart durch

PlFp & Pewp, PW. PIFHANG < PI-H,G,
Pl--H & P¥H, PIFOH < P IFH fir alle P’ > P,

Die letzte Klausel ergibt offensichtlich P IF CH < P’IF H fiir ein gewisses P’ > P.
Falls P IF H fiir alle P € g, alle Belegungen w und alle G-Strukturen g, 5 p,

schreibt man Fg H und sagt H sei G-giiltig. Die G-Struktur rechts aus den ~ ® —®

Punkten Pj, P, mit P, < P, zeigt g p —Op. Unter der Belegung w mit wp = {P;}
ist zwar P; IF p, nicht aber P, IF Op, weil P, ¥ p. Auch ist z.B. P, IF OH fiir
alle H weil es kein P > P, gibt. Damit ist P, ¥ $—p, wohl aber P I $O—p. Es
stehe H =g H' fir Fg H < H'. Dies ist eine Kongruenz in J, welche die logische
Aquivalenz der Formeln ohne [J konservativ erweitert. So gilt z.B. "00H =¢ O—H.
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Beispiele. (a) Obwohl stets P ¥ 1, gilt P IF 0L fiir maximale Punkte P einer
G-Struktur g, d.h. es gibt kein P’ > P. Auch 0-01 wird nur genau an den maxi-
malen Punkten von g akzeptiert. Daher ist [J-[]1 =¢ 1, also =01 =¢ $UL. Dies
reflektiert in G den zweiten Unvollstandigkeitssatz. Siehe Beispiel 1 in 7.4.

(b) Sei {Py, ..., P,} die G-Struktur mit P, < --- < Fy. Induktion tiber n zeigt leicht
P, I- O™1 fiir m > n, jedoch P, ¥ O"1. Daher auch P, ¥ (0"*'1 —[J".1. Folglich
Fo O 0O (=¢ ~0"1L — -0 1) fiir jedes n. Erst recht also g (0" L.

(¢) E¢ O(Op —p) —Op. Denn seien g und P € g beliebig. Ist P ¥ Op, gibt es — weil
g endlich ist — ein Q > P mit Q ¥ p und Q' IF p fiir alle Q' > @, also Q) IF Op. Das
zeigt @ W Op —p und daher P ¥ O(Op —p). Folglich P I O(Op —p) —0Op, was
die Behauptung offenbar beweist. Ebenso einfach verifiziert man Fg Up —O0p mit
der Transitivitdt von <. Ganz leicht ist der Beweis von F¢ O(p —¢) —Op —Ogq.

(d) Fir R, := A\_,(Op; —»p;) ist F¢ ~O0"*'L - OR,,. Denn sei P I —=0O""!71. Dann
muf eine Kette P = Py < --- < P, in g existieren. Ein Konjunktionsglied von R,
wird aber von hochstens einem der n + 1 Punkte P, ..., P,y nicht akzeptiert, wie
man leicht einsieht. Also P; I+ R, fiir wenigstens ein ¢ > 0. Folglich P I OR,,. Die
Formel R, ist sehr wichtig fiir unseren Beweis von Satz 6.1 auf Seite 228.

Induktion in ¢ zeigt ¢ H = F¢g H. Beispiel (c) ist ein Teil des Induktionsanfangs.
Bei MN schliele man indirekt: mit P W [OH folgt P’ ¥ H fiir ein P’ > P. Etwas mehr
Anstrengung kostet der Nachweis von F¢ H = ¢ H in folgendem Satz, den wir
ohne Beweis benutzen werden. Danach kann F¢ H durch den Nachweis von Fg H
auch bestétigt werden. Die besondere Bedeutung des Satzes und seines Korollars
wird erst klar durch Satz 4.2. Fiir einen Beweis des Satzes siche [Bool, [Ral], oder
auch [Kr] mit sehr allgemeinen Kriterien der endlichen Modelleigenschaft, die auf
alle in diesem Kapitel betrachteten Modallogiken zutreffen.

Satz 3.1 (Vollstéindigkeit der Kripke-Semantik fiir G). ¢ H < F¢ H.

Die in G beweisbaren Formeln sind damit rekursiv aufzéhlbar. Aber auch die dort
widerlegbaren Formeln; denn G ist endlich axiomatisierbar und die G-Strukturen
sind sicher aufzihlbar. Damit ergibt sich in volliger Analogie zu Ubung 3 in 3.6 das

Korollar 3.2. G ist entscheidbar.

Bemerkung. Sei 35 die Menge der variablenfreien Formeln. G° := GNJJ ist ein wichtiges
Fragment von G. Dessen interessanteste Formeln sind die =0"1 (=g <¢"T). Denn diese
bilden eine Boolesche Basis fiir G°. Das sieht man leicht, indem man zeigt G° ist vollstandig
bzgl. aller linearen G-Strukturen und den Basissatz 5.2.3 entsprechend anpafit. Zwei lineare
G-Strukturen, die dieselben ,,Basisformeln® (0" 1 erfiillen, sind entweder beide endlich und
bereits isomorph, oder beide sind unendlich und ununterscheidbar bzgl. aller H € 33.
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Sei T' eine Theorie in £ wie in 7.2. Eine Abbildung ¢: p; — «; (€ L°), Einsetzung
genannt, liefert zu jedem H eine £-Aussage H', indem ¢ durch 1* = 1, (-H)" = = H",
(HAG) = H'AG" und (OH)" = OH" (= buwbp("H'")) auf ganz J; fortgesetzt
wird. H" entsteht aus H = H(py,...,p,) einfach durch Ersetzung der p, durch die
a,, H = H(aq,...,ap). So ist z.B. (Opa—-01)" = Daa—0L, falls p* = «a. Das
folgende Lemma zeigt ¢ ist , korrekt® fiir Fp. Allein dies erleichtert Beweise iiber
selbstbeziigliche Aussagen, die Ausrechnung von Fixpunkten usw. erheblich.

Lemma 4.1. Fir jedes H mit ¢ H und jede Einsetzung v in L gilt = H*.

Beweis durch Induktion iiber ¢ H. Fiir eine aussagenlogische Tautologie H ist
H" € Taut;, C T. Ist H eines der modalen Axiome von G, gilt -+ H* nach D2, D3
bzw. D4. Ist ¢ H und o: 35 — 5 eine Substitution, gilt - H, weil H?" = H”
mit 7 : p — p° und Fy HY gemiB Induktionsannahme. Wurde MN verwendet, gilt
also Fr H* nach Induktionsannahme, folgt mit D1 sicher auch - OH* = (OH)".
Fiir den Schritt tiber MP beachte man (F - G)' = F' -G". []

Beispiel 1. (a) Wir beweisen (3) und damit (2) aus 7.2. Gem#f Lemma 4.1 und
Satz 3.1 geniigt zu zeigen Fg -1 < —0-1, was nach Beispiel (a) aus 7.3 richtig
ist. (b) Man sieht leicht Fg O(p «» Op) —O-p. Also Fpa O(av = Car) —O=-a. Das
sagt in PA ‘Eine Aussage, die ihre eigene Konsistenz mit PA behauptet ist mit PA
unvertraglich’. Obwohl dies im ersten Moment wenig plausibel erscheint, ist hiervon
auch die Umkehrung richtig und in PA beweisbar. Denn F¢ O-p —O(p < <p).

Wir erlautern nun einige Fakten, die die bisherigen Ausfithrungen in interessanter
Weise ergénzen. Fiir PA und verwandte Theorien gilt auch die Umkehrung von
Lemma 4.1. Mit anderen Worten, die Ableitungsbedingungen und Lobs Theorem
enthalten bereits alles Wissenswerte iiber selbstreferierende Aussagenschemata. Fiir
die subtilen Beweise der Satze 4.2, 4.4 und 4.5 verweisen wir auf [Boo].

Satz 4.2 (Solovays Vollstindigkeitssatz). Fiir beliebiges H € 3 gilt ¢ H
(oder gleichwertig Eq H) genau dann, wenn bpy H* fiir alle Finsetzungen 1.

Beispiel 2. (a) ¥pp =(0" 1 — ="' 1. Denn g =" 1 — =" Beispiel (b) in 7.3.
Das beweist PA ¢ PA! ¢ PA? C ..., was Fpa —0O""L fiir alle n einschliefit.
(b) Man zeigt leicht g —[01 —O-01. Daher ¥pa Conppa —[JConpa nach Satz 4.2.
(c) PA,, := PA + "1 ist konsistent nach (a), aber w-inkonsistent; andernfalls er-
gibt D1* Seite 211 Fpa, 0" = bpa, "L = ... = Fpa, L, im Widerspruch zur
Konsistenz von PA,,. Weil Fpa ("L — "1 gemifl D3, gilt PA,, D PA, ., und weil
PA, # PA, .1 wegen E¢ 0" [0, ist PAY =PAGD PA; D ... D PA.
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Infolge der Entscheidbarkeit von G ist Satz 4.2 ein sehr effizientes Instrument zur
Entscheidung iiber die Beweisbarkeit selbstbeziiglicher Aussagenschemata. Weil z.B.
Fc Up —p, muB es ein o € L2, mit ¥pp Lo —  geben. Ein Beispiel ist av = L.

Viele andere Theorien haben dieselbe Beweislogik wie PA. Dabei heifle eine modale
Aussagenlogik M allgemein die Beweislogik fiir T', wenn das Analogon von Satz 4.2
bzgl. T und M gilt. Fiir spezielle Theorien kann die Beweislogik allerdings auch
eine echte Erweiterung von G sein. So hat z.B. die w-inkonsistente Theorie PA,, aus
Beispiel 2(d) gerade die Beweislogik G,, := G + [O0"1, die kleinste gegeniiber allen
Regeln von G abgeschlossene Erweiterung von G mit dem Zusatzaxiom [J"1. Das
ist eine direkte Folge von Satz 4.2 fiir PA, Ubung 1. Andere Erweiterungen von G
kommen nach folgendem Satz von A. Visser als Beweislogiken nicht in Frage.

Satz 4.3. T sei mindestens so stark wie PA. Dann gelten
(a) Ist T¥ konsistent, so ist G die Beweislogik von T' (Beweis erfolgt in 7.6),

(b) Ist bpw 1 und n minimal mit Fpn 1, so ist G, die Beweislogik von T.

Es lassen sich nun auch die Formeln H € 35 mit N F H* fiir alle Einsetzungen ¢ in
L, iberraschenderweise recht einfach charakterisieren. Offenbar gehoren dazu alle
H € G. Aber z.B. gehort dazu auch Op —p, weil N F Oa — « fiir alle a € L0,

Sei GS (2 G) die Menge H € 3, die sich aus denen von G U {Op — p} mittels Sub-
stitution und alleiniger Anwendung von MP, also ohne Box-Regel gewinnen lassen.
Induktion iiber die Erzeugung von GS zeigt H € GS = N E H, fiir alle Einsetzun-
gen 2. Auch hier gilt nach [So] wieder die Umkehrung:

Satz 4.4. H € GS genau dann, wenn N'E H* fiir alle Einsetzungen 1.
Auch GS ist entscheidbar, denn man zeigt unschwer H € GS < H* € G, wobei
H* = [Aggesro y(BG = G)| = H.

Hier ist SfUH die Menge der Subformeln von H der Gestalt G. Nach Satz 4.4
sind viele, die Beziehungen zwischen beweisbar und wahr betreffende Fragen effektiv
entscheidbar. So ist z.B. H(p) := -0(-01 —-0Opr—0O-p) € GS leicht zu bestéti-
gen. Aufgrund von Satz 4.4 ist also N F —=H(a) = O(-01 —»-Oar—-0O-«) fiir ein
gewisses o € L) . Dies bedeutet: Fiir eine gewisse Aussage « ist in PA beweisbar,
daf} die Konsistenz von PA die Unabhéngigkeit von « impliziert. Genau dies besagt
der im Rahmen von PA formulierte Satz von Rosser. Nach [Bel] kann [J in den
H € GS in Satz 4.4 auch bwby fiir eine beliebige axiomatisierbare Theorie T mit
PA C T C ThN bedeuten; beweist T' hingegen falsche Sitze, (wie z.B. PA*), kann
GS vollkommen iibersehbar neu definiert werden und ist stets entscheidbar.

Eine in H vorkommende Variable p heifle modalisiert in H, wenn p nur im Wir-
kungsbereich eines [J-Operators steht, wie z.B. in =Op und O(p — ¢), nicht aber in
Op — p. Ein weiterer hochinteressanter Satz ist
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Satz 4.5 (Fixpunktsatz von DeJongh/Sambin). Sei p modalisiert in H(p,q),
7= (q1,---,qn), n = 0. Dann gibt es ein F' = F(§) € 35 mit (a) F =¢ H(F,q).
Ferner gilt (b) ¢ /\z‘:1,2[(pi = Hp;, ) nO(p; = Hpi, )] — (p1 < p2).

Dieser Satz ergibt fiir alle D1 - D4 erfiillende Theorien 1" leicht das

Korollar 4.6. Sei p modalisiert in H = H(p,q) und T erfiille D1-D4. Dann gibt es
ein F'= F(q) € 35 mit F(d) =r H(F(Q),d) fir alle d = (aq,...,q,), a; € L°. Bis
auf Aquivalenz in T existiert zu jedem & nur genau ein 3 € L° mit § =p H(B3,d).

Beweis. Sei F' gemifl Satz 4.5 beliebig gewihlt. Dann gilt F(&) =7 H(F(d),d)
nach Lemma 4.1, mit §* = &. Zum Nachweis der Eindeutigkeit sei 5; =r H(f;, d)
fir i = 1,2. Das ergibt Fr (8, < H(G;,d))n0(8; < H(;,d)) mit D1. Einsetzung
von [3;, & fir p; bzw. ¢ in Satz 4.5(b) liefert nach Lemma 4.1 dann £y =7 (2. [

Beispiel 3. (a) Fir H = -Op ist n = 0, sowie F' = =1 eine ,,Lsung” von (a)
in Satz 4.5, weil =001 =¢ -0(=01). Nach dem Korollar ist Cony = =1 einziger
Fixpunkt von —bwby modulo 7. (b) Fir H(p,q) = Op —q ist F' = Og —q eine
Losung von F =¢ H(F,q). Das Korollar besagt Oa — « ist der einzige Fixpunkt
von bwbr(z) —a modulo T'. Genau dies ist die Aussage von Lemma 2.1.

Viele Spezialfille des Korollars repriasentieren éltere Resultate iiber Selbstreferenz
von Godel, Lob, Rogers, Jeroslow und Kreisel, die — modallogisch formuliert — Fix-
punkte p von =Op, Op, =O—p, O-p, Op — ¢ und O(p — q) betreffen. Der Reihe nach
sind dies =1, T, 1, 01, g —q bzw. Ug. Fiir diese Formeln erhédlt man iibrigens
Fixpunkte nach einem ganz einfachen Rezept, denn sie haben alle die Gestalt

H(p,§) = GEL  (pin G(p,q) nicht modalisiert, H'(p, ) passend gewhlt).

Dann namlich ist FF'= H @ Fixpunkt von H, wie sich nachrechnen laf3t. Fiir

H=-Up=-p % etwa ist G = —p. Daher ist F' = -Op 5 = -0-1 =¢ -0.. Fiir
H =0p—qist G =p—gq, daher I = (p—»q)@ =0(+ —»q) -q =¢c Og —q.
Fiir Kreisels Formel O(p —q) ist G = p, also F' = pw =0(1 —q) =¢ Og.

Ubungen

1. Man beweise, die Theorie PA,, aus Beispiel 2(c) hat die Beweislogik G,,.

2. Man zeige PA" 4+ = Conpar ist identisch mit PA+ 0" L A=[0"1 (O = Opa) und
hat nach Satz 4.3 daher die Beweislogik Gy = G + [J1. Dasselbe zeige man fiir
T := PA + O(O Conpa v 0= Conpa) A (00 Conpa v 0= Conpa).

3. (Mostowskis Theorem). Sei T' 2 PA axiomatisierbar und T'E N. Man zeige,
es gibt tiber T' zwei relativ zueinander unabhéngige (3;-)Aussagen a, (3, d.h.
a, "o, @ — (3, a« -0, na — [, a ——F sind unbeweisbar in 7.
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7.5 Eine bimodale Beweislogik fiir PA

Nach einer Bemerkung von Hilbert 148t sich das Unvollsténdigkeitsphdnomen durch
X F p(n) fir alle n

X FVxp
aus der Welt schaffen. p, hat unendlich viele Pramissen und es ist einfach, mittels

Benutzung der sogenannten w-Regel p,, : sozusagen gewaltsam

po jede in N giiltige Aussage a aus den Axiomen von PA (sogar denen von Q)
herzuleiten. Denn dies ist wegen der X;-Vollstandigkeit von Q sicher moglich fiir
Primaussagen und deren Negationen; jede andere Aussage léf3t sich aus diesen bis
auf Aquivalenz mit A, v ,V,3 erzeugen und die Induktionsschritte iiber diese Junk-
toren sind einfach. Beim V-Schritt verwendet man gerade p,,. Der uneingeschénkte
Gebrauch der infinitdren Regel p, widerspricht jedoch Hilberts eigenen Intentionen
einer finiten Grundlegung der Mathematik. Schrinkt man p,, aber auf eine einmalige
Anwendung beim Beweis von « ein, d.h. definiert man 7bwbpa(a) durch

Thwbpa () := (FpeLl,)[Vn bwbpa(p(n)) r bwbpa(Vvop — a)].

so ist dieses Pradikat immerhin arithmetisch; genauer, es ist X3 wegen des in bwbpa
noch verborgenen 3-Quantors. Im Sinne der Bemerkung 1 in 6.2 unterscheiden wir
dabei nicht mehr zwischen o und ¢&; wir lesen 1bwbpa() als ‘o ist 1-beweisbar’.
Mit bwbpa () ist gewil auch 1bwbpa(a) (man wihle ¢ = «a). Dies lat sich auch
in PA beweisen: Fpp Ua — [a, fiir jedes av € L7,. Die Umkehrung gilt nicht. Denn
sicher ist Fpa Conpa, doch ist Conpa leicht 1-beweisbar: mit ¢(vg) := — bewpa(vo, 1)
ist Fpa @(n) fiir jedes n, und Fpa Vvgp — Conpa ist wegen Yugp = Conpa trivial.

Sei 1bwb(z) die 1bwbpa definierende Y3-Formel, Mo := 1bwb("a) und o := - [-a.
Fir a € £, darf man Oa bekanntlich lesen als ‘PA + -« ist inkonsistent’, [a nach
Lemma 5.1 hingegen als ‘PA + -« ist w-inkonsistent’. &7 (= —[1) meint demnach
‘PA (= PA + —1) ist w-konsistent’. Dies erklirt das Interesse an dem Operator [.

Sei Q:={Vap|p e Ll tpa p(n) fiir alle n} mit z = vy. Wie Satz 5.2 zeigen wird,

ar?
ist PA? echt X5, also nicht mehr rekursiv axiomatisierbar. Wir zeigen zuerst

Lemma 5.1. Folgende Eigenschaften sind fiir beliebiges o € LY. gleichwertig:
(i) 1bwbpa(cr), (ii) Fpae «, (iii) PA + =« ist w-inkonsistent.

Beweis. (i)=-(ii) folgt unmittelbar aus den Definitionen. (ii)=-(iii): Sei Fppo .
Nun ist 2 modulo PA konjunktiv abgeschlossen. Also gibt es nach dem Deduktions-
theorem ein Vzp(zr) € Q mit Fpa Vo —a und Fpa ¢(n) fiir alle n. Weil dann
offenbar Fpay—o ¢, ist PA + —a w-inkonsistent. (iii)=-(i): Sei etwa Fpat-a B(n)
fur alle n, sowie Fpay-q Jz03(x), folglich Fpa V28 —a. Mit ¢(z) := —a — [(z) ist
dann Fpa ¢(n) fiir alle n und weil Vey = a v Vo Fpa a, ist auch Fpa Ve —a.
Daher ist o 1-beweisbar. [_J
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Satz 5.2. Alle in N giiltigen Y3-Aussagen sind 1-beweisbar. Fiir jedes derartige o
ist sogar tpa o — Wa (die 1-beweisbare ¥3-Vollstindigkeit von PA).

Beweis. Sei N F o = J2Vyy(z,y) und v(z,y) X;1. Dann gibt es ein m derart, daf
N E ~v(m,n) fiir alle n. Daher Fpa y(m, n) fiir alle n, wegen der ;-Vollstéandigkeit
von PA. Also Yyy(m,y) € 2 und mithin Fpye J2Vy7y, oder gleichwertig 1bwbpa ()
nach Lemma 5.1. Diese Argumentation ist wegen der beweisbaren Y;-Vollstandigkeit

von PA in PA nachvollziehbar, so dafl auch o Fpa o, [

D1-D4 gelten auch fiir den Operator [ : £, — L7 . In der Tat, D1 trifft zu wegen
Fpa a@ = Fpa Ua = Fpa Wa. D2 formalisiert ‘Fppe o, =3 = Fppe 7 nach
Lemma 5.1, und D3 ist eine Anwendung von Satz 5.2 auf die ¥3-Aussage [Wa. In 7.2
wurden fiir den Beweis von D4 nebst dem Fixpunktlemma nur D1 - D3 benutzt. Also
gilt auch D4. Damit iibertriagt sich fast alles aus 7.2 auf [, speziell der Godelsche
Satz 2.2, der jetzt die Formulierung ¥py -1 (= &T) annimmt. Demnach ist die
w-Konsistenz von PA auch mit den erweiterten Mitteln nicht beweisbar. Ferner kann
diese nach Satz 5.2 nicht X3 sein. Sie ist der Form nach II3 und daher echt IIs.

Nebst Do — [a gibt es weitere interessante Interaktionen zwischen [J und [1. So ist
Fpa "Ua — W-Ue fiir alle a € £, die Formalisierung von ‘wenn Fpa « so ist =Ua
I-beweisbar’ in PA. Dies ist richtig; denn ¥pa « impliziert Fpa ¢(n) fiir alle n mit
@(x) := = bewpa(z, ) und sicher ist Fpa Yxp —-Oa, also ist “Oa 1-beweisbar.
Hingegen ist Fpa ~Oa —O-Oa i.a. falsch, siehe Beispiel (c¢) auf Seite 223.

Die Sprache der nunmehr definierten bimodalen Aussagenlogik GD entstehe aus I
durch Aufnahme eines weiteren Junktors [, der syntaktisch wie [J zu handhaben
ist. Axiome von GD seien die von G, formuliert fiir [J und auch fiir G, zuziiglich

Up — Lp, —Up — W=0p.

Die Regeln von GD seien dieselben wie fiir G. Einsetzungen 2 nach £, seien definiert
wie in 7.4, mit der Zusatzklausel (H)" = [H" ( = 1bwbpa("H'")). Nach obigen
Ausfithrungen sind die Axiome und Regeln von GD korrekt, was eine (die leichtere)
Halfte des folgenden bemerkenswerten Satzes von Dzhaparidze (1985) beweist:

Satz 5.3. Fgp H < Fpa H' fiir alle Einsetzungen 1. Auch GD ist entscheidbar.

Durch GD werden also die Interaktionen zwischen bwbpa und 1bwbpa vollkommen
erfalt. Ferner tibertriagt sich auch Satz 4.5. Allerdings hat GD keine adaquate Kripke-
Semantik mehr, was das Entscheidungsverfahren kompliziert gestaltet. Diesbeziiglich
und fiir Literaturangaben sei jedoch auf [Boo] und [Be3| verwiesen.

Zur Ubung empfehlen wir @(Cp —p) aus den Axiomen von GD zu beweisen. Also
Fpa (0o — ) fiir jedes a € L2, wahrend Fpy O(Oa —a) nur im Falle Fpy

ar?

richtig ist. Vorsicht: GD erweitert G konservativ, also ¥¢p Op — p.



228 7 Zur Theorie der Selbstreferenz

7.6 Modale Operatoren in ZFC

Betrachtungen iiber Selbstreferenz in ZFC oder ZF sind etwas komplizierter, weil es
keine iibergeordnete Theorie mehr gibt. Ist ZFC konsistent — wovon wir ausgehen —
so ist Congpc arithmetisch wahr (in A giiltig), aber in ZFC nicht mehr beweisbar.
Es liegt daher nahe, gleich ZFC* := ZFC + Congrc zu betrachten. Denn wir wollen
doch, dal die Mengentheorie moglichst viele plausible Tatsachen erfafit, aus denen
sich vielleicht interessante mengentheoretische Einsichten ergeben.

Wie aber 7.2 lehrt, garantiert die blofle Konsistenzannahme von ZFC noch nicht,
dafl ZFC™ tatsiichlich konsistent ist. Der zweite Unvollstindigkeitssatz verbietet zwar
Fzrc Congzrc, nicht aber Fzpc — Conzpc. Dies hiele, ZFC ginge so weit iiber gesicherte
Erfahrungen mit endlichen Mengen hinaus, dafl ihre im eigenen Rahmen formulierte
Konsistenz ihren &uflerlichen Sinn verlore. Gewisse Existenzannahmen iiber grofle
Kardinalzahlen, die unschwer die Konsistenz von ZFC" implizieren, miiiten dann ad
acta gelegt werden. Und man miifite in Kauf nehmen, dafl ZFC dann nebst wahren
auch duflerlich falsche arithmetische Satze beweist wie etwa — Conzgc.

Selbst wenn Fzrc — Congzrc, konnte immer noch eine der Aussagen aus der Folge
(0= Conzpc, LJ— Congec, ... in ZFC beweisbar sein. Dies wird erst ausgeschlossen
durch die Konsistenzannahme der w-iterierten Konsistenzerweiterung ZFC* (siche
Seite 220), so daf§ G nach Satz 4.3 die Beweislogik von ZFC wire. Diese Konsistenz-
annahme ist mit letzterem sogar dquivalent. Das ist ein Spezialfall des folgenden
Satzes, worin Rf, = {Oa —a | a € L°} das lokale Reflektionsprinzip bezeichne.
Auch Satz 4.3(a) ist ein Korollar des Satzes, denn (YneN) ¥y " 1 ist gleichwertig
mit der Konsistenz von T%. Die Aquivalenz (i) < (ii) ist rein beweistheoretischer
Natur und heifit auch Goryachev’s Theorem, siehe hierzu [Be2].

Satz 6.1. Fiir eine hinreichend ausdrucksstarke Theorie T ® sind dquivalent
(i) T ist konsistent, (ii) T+ Rfp ist konsistent, (iii) G ist die Beweislogik von T

Beweis. (i)=(ii) indirekt: Sei T+ Rf; inkonsistent. Dann gibt es ay, ..., a, mit
Fr - fiir o = A, (Oa; —aq;), also auch Fp =O¢ (=¢ O-gp). Weil Fro -0 1,
ist nach Beispiel (d) in 7.3 und Lemma 4.1 dann auch Fro OR}, mit 2: p; — a.
Offenbar ist R! = ¢, also Fpw . Folglich ist 7% inkonsistent. (ii)=-(iii): Der
Beweis von Satz 4.2 fiir PA wie z.B. présentiert in [Boo], verlduft fiir 7' genauso;
denn nur an einer Stelle wird PA iiberschritten: es wird genutzt da N'E Rfp,. Die
Existenz eines entsprechenden 7-Modells ist aber gemé$ (ii) gewéhrleistet. (iii)=(i):
Ecq O"1, also ¥p O =¢ = Congr fiir alle n. Daher ist 7% konsistent. []

4)

Das heif3e hier die Ausfithrbarkeit der PA nicht {iberschreitenden Beweisschritte im Solovayschen
Satz 4.2 in T, was noch nicht die Beweisbarkeit des Satzes selbst bedeutet.
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Bemerkung. Fiir T' = ZFC moglicherweise naheliegender als (i) oder (ii) ist die Annahme
(A) ZFC ist w-konsistent, d.h. Fzpc az(n) fiir alle n impliziert ¥zpc (Jrcw)-a fir a € L.
Die w-Konsistenz hat D1* Seite 211 zur Folge, was seinerseits (i) in Satz 6.1 impliziert und
damit (iii): G ist die Beweislogik von ZFC. Hier wurde Goryachev’s Theorem verwendet.
Wir erwéhnen, dafl auch ohne dieses Theorem die Konsistenz von ZFC+ Rf 7pc und damit
(iii) direkt aus der Annahme (A) folgt. Man beweist ndmlich unschwer folgendes

Lemma. Ist ZFC w-konsistent, so existiert ein Modell V = ZFC mit V E Rf 7¢c.

Beweis. Sei  := {(Vrew)a | a = a(z), Fzrc a(n) fir alle n}. Dann ist ZFC 4 © konsi-
stent. Andernfalls folgt Fzpc 7(Vzew)a = (Jrew)—a fiir ein (Vzew)a aus 2 wegen der
konjunktiven Abgeschlossenheit von €2, im Widerspruch zu (A). Fiir V £ ZFC+ Q ist auch
V E Rfzpc. Denn sei V ¥ «, also ¥zpc o und mithin Fzpc = bewzpc(n,"a) fiir alle n. Das
bedeutet (Vyew)-bewzrc(y, ) € Q, was offenbar V ¥ Ca zur Folge hat.

Wir interpretieren nunmehr den Modaloperator [J nicht mehr durch "beweisbar in
ZFC’ oder gleichwertig, ‘giiltig in allen ZFC-Modellen’, sondern durch die Giiltigkeit
in gewissen ausgezeichneten Modellklassen. Fiir die nachfolgend nicht erklérten Be-
griffe verweisen wir z.B. auf [Ku]. Besonders niitzlich sind transitive Modelle. Dies
sei ein ZFC-Modell V = (V, €VY), so daB8 V transitivist, dh.a € beV = a € V.
Dabei sei € die gewohnliche €-Relation und €Y deren Einschrinkung auf V. Wir
verstehen hier V' als naive Menge unserer Metatheorie die gleichfalls ZFC sei und
schreiben einfach V' fiir V. Wie jede Menge, hat auch V' einen ordinalen Rang, der
mit pV bezeichnet sei. Fiir U € V ist immer pU < pV. Fiir die hier bewiesene Hélfte
des Satzes 6.3, die Korrektheit, verwenden wir

Lemma 6.2. ([JK]) Es seien V,W transitive Modelle von ZFC mit pV < pW und
V E . Dann gilt in W die Aussage ‘es gibt ein transitives Modell U mit U £ o’ ).

Gi entstehe aus G durch Erweiterung um das Axiom O(0p —0g) v O(Og —p). In
demselben Sinne, wie G bzgl. aller endlichen Halbordnungen vollstandig ist, ist Gi
vollstéandig bzgl. aller Prdferenzordnungen. Es sei dies eine endliche Halbordnung
(g, <), fiir die ein h: g — N existiert mit P < @) < hP < hQ, fir alle P,Q € g.
Das liefert die endliche Modelleigenschaft und Entscheidbarkeit von Gi. o
Die Figur zeigt eine irreflexive Halbordnung, die keine Préaferenzordnung °

ist und in der das hinzugefiigte Axiom mit w(p) = {P} und w(q) = 0 *——.
leicht widerlegt werden kann. Es gehort demnach nicht zu G, so dafi Gi D G.

Einsetzungen 2: J5 — L2 seien analog erkldrt wie in 7.4, wieder mit der Klausel
(OH)" = OH", wobei O fiir v € L2 jetzt bedeute ‘e gilt in allen transitiven

5)In transitiven Modellen W ist die Aussage in ¢’ (die mit etwas Kodierung in £, leicht formulierbar

ist) absolut und daher gleichwertig mit der Existenz eines transitiven Modells U € W mit U F «.
Die Existenz eines transitiven Modells folgt noch nicht aus der bloflen Konsistenz von ZFC. Aber
die hier bewiesene Richtung von Satz 6.3 benétigt die Existenz transitiver Modelle nicht.
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Modellen V', genauer die Formalisierung dieser Eigenschaft in £.. Es besagt dann
Oa (= —O-a) offenbar ‘V' E « fiir ein gewisses transitives V.

Satz 6.3. Fg H < Fzrc H' fiir alle Finsetzungen 1.

Wir beweisen hier nur die Richtung =, also die Korrektheit. Was die Axiome von
Gi betrifft, so geniigt wegen der in 7.3 erwidhnten Beweisbarkeit von Up — UUp aus
den iibrigen Axiomen von G offenbar der Nachweis von

(A) O(a — B)a0a Fzec 06, (B) O(0a — «) Fzec Do,
(C) Fzrc D0 -0p) v O(OB - «), fiir alle o, 5 € L.

(A) ist trivial, denn die Menge der in allen transitiven Modellen giiltigen Aussagen
ist sicher MP-abgeschlossen. (B) ist gleichwertig mit (B') ¢—a Fzpe O(Oan—a).
Hier der Beweis: Wenn es ein transitives Modell V' gibt mit V' F —«, dann auch
ein derartiges V' mit minimalem Rang pV. Wir behaupten V F Oa. Andernfalls
wire V F O-a, also gibt es ein transitives U € V mit U F —a und pU < pV, im
Widerspruch zur Wahl von V. Das zeigt V' F Oaa —a und damit (B’). Wir beweisen
(C) indirekt. Angenommen es existieren transitive Modelle V, W und «, 5 mit

(a) V F ‘a gilt in jedem transitiven Modell und — gilt in einem solchen Modell’,
(b) W E ‘3 gilt in allen transitiven Modellen, (¢) W F —a.

Hieraus folgt zuerst pWW < pV. Denn sei U € V ein transitives Modell fiir -3 nach
(a). Ware pV < pW, so auch pU < pW. Also gilt nach Lemma 6.2 W E ‘es gibt
ein transitives Modell fir =4’, im Widerspruch zu (b). Nun ist W E —a nach (c)
und pW < pV. In V gilt also ‘es gibt ein transitives Modell fiir —a’ nach dem
Lemma, im Widerspruch zu (a). Das beweist (C). Fiir die Substitutionsregel folgt
die Korrektheit wie fiir G. Auch MN ist trivial korrekt, denn wenn Fzgc @, so gilt «
natiirlich in allen transitiven Modellen.

Eine andere interessante modelltheoretische Interpretation von Ua ist ‘«c gilt in allen
V,.”. Hier durchlauft x alle unerreichbaren Kardinalzahlen. Unter der Annahme, daf
es geniigend viele solcher k gibt, ist Gj := G 4+ O(Opap —¢q) v O(0g —p) nach
[So] die addquate Modallogik fiir diese Interpretation von . Diese auch mit G.3
bezeichnete Logik ist vollstindig bzgl. aller endlichen linearen Ordnungen. Diese
e sind sicher Gi-Strukturen, also Gi C Gj. Die Figur zeigt eine Gi-Struktur,
.<:I: auf dem das Zusatzaxiom mit wp = {P} und wq = ) leicht widerlegt
werden kann. Folglich Gi C Gj. Aus der endlichen Modelleigenschaft folgt
wie iiblich auch die Entscheidbarkeit von Gj. Wir empfehlen dem Leser abschliefend,
den Korrektheitsbeweis von Gj fiir diese Interpretation von [ auszufiihren; er ist dem
obigen @hnlich. Man nutzt hier nur, dal V ein transitives Modell ist, sowie V,, € V)
oder V) € Vj fiir beliebige unerreichbare Kardinalzahlen x # \.
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Losungshinweise zu den Ubungen

Abschnitt 1.1

1.

Jedes lineare f € B, hat eine eindeutige Darstellung der angegebenen Art. Daher
ist 277! (= Anzahl der (n + 1)-gliedrigen Folgen aus 0, 1) die gesuchte Anzahl.

Fiir £ ¢ F geniigt F\{—=¢} den Bedingungen der Formeldefinition. Also —¢ ¢ .

Induktion iiber « zeigt: Ist £ echter Anfang von « oder a echter Anfang von &, so
ist & keine Formel.

Sei etwa (a0 3) = (o o' ). Wire a # o/, so wére a echter Anfang von o/ oder
umgekehrt. Das ist unmoglich nach Ubung 3.

Abschnitt 1.2

2.
3.

p=p+1,1=p+-p pe=g=p+-qundp+qg=p < —q.

(a) Induktion iiber o zeigt ™ ist monoton, weil mit f, g € B auch & +— fZ o g7
mononton ist. (b) Induktionsschritt tiber Stellenzahl: mit f € B, sind auch
fr: @ — f(Z k) monoton, k = 0,1. Werden fo, f; durch ag bzw. oy représentiert,
so f durch die Formel ag v oy Ap,.1.

. Sei f nicht durch eine Formel in {A,v,0,1} représentierbar. Dann ist f nicht

monoton. Passende Einsetzung von Konstanten in f liefert die Negation.

Abschnitt 1.3

1.

MP ergibt leicht p —q —r, p — ¢, p E r. Durch 3-malige Anwendung von (D) folgt
hieraus F (p -q —7r) = (p —q) = (p — 7).

Sei X" a, also X + X" I a. Das ergibt X + « nach (T).

Fo C F: Sei X o a, also Xy - « fiir ein endliches Xy C X. Dann folgt X F «
nach (M).

Abschnitt 1.4

1.

XU{-a|laeY}tF 1= XU{a,...,na,}F 1, fir gewisse ag,...,a, € Y.
Das ergibt X b (A, ~i) =1 =V, a.
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2. Lemma 4.4 wie folgt ergdnzen: X Fav 3 & X F aoder X .

3. Sei X F o, XFH pund Y O X U{-p} maximal konsistent in I, sowie o definiert
durch p? = 7 fiir p € Y und p° = 1 sonst. Simultane Induktion iiber «, ~«
zeigt a € Y =F o” und a ¢ Y =F —a?. Folglich - —¢?. Daher ' =¢? und so
X7 H =p?. Wegen X F ¢ ist auch X7 H 7. Daher H « fiir alle a nach (—1).

4. Unter allen Konsequenzen mit den Eigenschaften (A1) - (=) gibt es eine kleinste,
sagen wir k-, und diese ist finitdr (Ubung 5 in 1.3). Wegen - C F und weil F nach
Ubung 3 maximal ist, kann nur - = E gelten.

Abschnitt 1.5

1. Man mufl den Formeln unter Beispiel 1 nur die Formeln {py;, | a < b} hinzufiigen.

2. Sei U trivial, K C I koendlich, K ¢ U, also E = I\K € U. Fiir jede Zerlegung
E =EyUE; ist Ey € U oder Ey € U. So erschliefie man {ip} € U fiir ein io € I.

Abschnitt 1.6

2. Kalkiile mit MP als einziger Regel und A1,A2 unter den Axiomen erfiillen das
Deduktionstheorem (Beweis wie Lemma 6.3). Fiir maximal konsistentes X beweist
man X Fa—f3 < wenn X Faso X F (.

3. Man wende das Lemma von Zorn an auf H = {Y D X |Y ¥ a}.

4. Sei X ¥ ap und X 0.B.d.A. ap-maximal (Ubung 3). Definiert man w = X durch
wEp & peX,sogilt: XFa—-0 & (XFa=XFQ)).

Abschnitt 2.1

1. Es gibt 10 wesentlich 2-stellige Boolesche Funktionen f. Die Menge der entspre-
chenden 10 Gruppoide ({0, 1}, f) zerféllt in 5 Paare isomorpher Algebren.

4. Man ordne dem Element a € 27 die Teilmenge I, = {i € I |a; =1} C I zu.

Abschnitt 2.2
2. (a): Ubung 2 in 1.1, (b): L\{(ar &)} erfiillt (F1), (F2), (F3).

3. Induktion iiber ¢. Klar fiir Primterme oder falls { erster Buchstabe von ¢ ist. Sonst
ist t = fty---t, und ¢ kommt in der Zeichenfolge ¢, ---t, vor, also in einem t;
und ist erster Buchstabe eines Subterms in ¢; geméafl Induktionsannahme.
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Abschnitt 2.3

1. Sei M E onap mit ¢ # d. Dann gilt M% E Jy(p 4 rx##y) fiir alle a € A.
2. Kontraposition von Ubung 1 zeigt BVy((p s wz=y) EVeyprp i —z=1y).
3. Nach Satz 3.1 und Satz 3.5 ist AF a(z)[a] & A'Fa(r)[d & A Faf.

4. (b): 3 a—3,, ist fiir n < m dquivalent zu \/;" 3y, fiir n > m zu 3, (= 1).

Abschnitt 2.4
lLa=p =FEVi(a—f) = Flaepf)i (=alopl).

2. Vr(z<y —«a) = Jz-(2<y — ) = Fr(x<iyr—a) (Ersetzungstheorem).

Mt

3. O.B.d.A. ist a = Vyd/(Z,9) und f = VZF' (¥, Z) mit disjunkten Tupeln 7, 7, Z.

Abschnitt 2.5
2. Beachte SF ¢ -3 < S,pF und (e) Seite 62.
3. Beweise zuerst T, := {f € L°|T,a I 8} ist eine Theorie und dann T, = T + a.

Abschnitt 2.6

1. Man folge dem Beweis von Satz 6.1 (beachte (t )=y =1, §(t,y)). Fiir den ,,nur
dann“-Teil beachte man (y= f7 < §(Z,y))" EVZ3yd(Z,y).

2. In (N,0,1,8,+,+) gelten =0 < z+ 2=z, =1 < x#0rz - x=2x, sowie
y=Sz—y=z+1(=J(y=v+zrz+z2#2r2-2=2)).

3. Sei zy=xz=¢ (o, F werden nicht geschrieben) und ein 3’ mit yy' =e gewihlt.
Dann ist x=2z(yy') = (xy)y' =7'. Also yr=e wegen yy' =e, y' = x. Analog folgt
zx=-e. Daher y=1z, denn y=y(z2)=(yr)z=ez=(20)2=2(12) =ze=2.

4. Wire < definierbar, wire < unter jedem Automorphismus von (Z, 0, +) invariant.
Das ist nicht der Fall fiir den Automorphismus n — —n (Methode von Padoa).

Abschnitt 3.1

1. Sei X F a L. Dann ist X,Vo—a - al, -a L. Daher X,Vz—a F Jza. Gewil ist
auch X, -Vz—a F Jza. Also X F Jza nach (—2).

2. Sei o := ¥, u ¢ vara, u # y. Dann ist Vea F o' § (= a %) nach (V1). Also
Vea F Vyo' (= Vya %) nach (V2).
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Abschnitt 3.2
1. (i)=(ii): Satz 2.6. Beachte M I ¢ oder M I —¢ fiir beliebige Formeln ¢.

2. Tréger eines solchen M sei die Termmenge 7 einer Henkin-Erweiterung Y O X,
indem auf die Faktorisierung von 7 in Lemma 2.5 verzichtet wird.

3. Satz 2.7 und der Endlichkeitssatz fir F.

Abschnitt 3.3

1. Siehe die Beweise dieser Behauptungen in 6.3.

2. bpa Vz[VaVy(x + (y + 2) = (z 4+ y) + 2)] folgt induktiv iiber z. Zum Nachweis von
Fpa Yoy + y=1vy + x bendtigt man Fpp Yoy x 4+ Sy=Sx + y.

3. (a): Es geniigt zu zeigen Va(¢ —a) Fpa a mit ¢ = (Vz<z)a . Wie im Text
von Ubung 1 schon bemerkt wurde, gilt 2<Sx =pa 2<z v z=ux. Das ergibt
0, V(o =) Fpa ora Fpa (V2<Sx)az. Daher Vr(p —a) Fpa Va(p —@32). Tri-
vial ist Fpa ¢ 2. Mit IS also V(o — a) Fpa Vap Fpa Vra. (b): Folgt aus (a) durch
Kontraposition. (c): Fiir ¢ 1= (Vy<z)3za —Ju(Vy<z)(Fz<u)a gilt Fpa ¢ 2 und
man beweist unschwer ¢ Fpa ¢ 32, Dies liefert die Behauptung gemé8 IS.

Abschnitt 3.4
1. X =T U{v;#wv;|i# j} ist erfiillbar, weil jede endliche Teilmenge dies ist.
2. X =ThAU{v,11 <v,|n € N} hat Modell mit unendlich absteigender Kette.

4. Seiu € Var. Folgende Formelmenge (mit Symbolen a fiir die a € V) ist konsistent:
Th(V,eV)YU{acb|a,beV, ac"b} U{a¢b|a,beV, a¢"b}U{acu|acV}.

Abschnitt 3.5
1. geT & a-peT.

2. (ii)=(iii): Ist T'+ {a; | i € N} nichtendliche Erweiterung, kann A, a; ¥ a,
angenommen werden. Sei 7, Vervollstindigung von 7'+ A, <n @i + 70y, Dann
ist T,, # T. (iii)=(i): Annahme T + «ao,T + a1,... sei eine unendliche Folge
paarweise verschiedener Vervollstdndigungen von 7'. Dann ist 7'+ {—a,, | n € N}

eine unendliche Erweiterung von 7', weil T+ A . -, ¥ —ag41.

v<n

3. a € T & « €T fir alle ¢+ < n; dabei seien Ty, ..., T, alle Vervollstaindigungen
von T'. Diese sind samtlich axiomatisierbar, also entscheidbar.
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Abschnitt 3.6
1. =y FE Vrarx=y. Wegen - C F daher auch x=y ¥ Vxxr=y.

2. (a): Seien (¢n)neny und (Ay)nen effektive Aufzidhlungen aller Aussagen bzw. aller
endlichen T-Modelle. Man notiere im n-ten Schritt alle p; fir i < n mit A, F ¢;.
(b): Seien (av,)neny und (5, )nen effektive Aufziahlungen der in T beweisbaren bzw.
widerlegbaren Aussagen. Jedes o € £° kommt in genau einer dieser Folgen vor.

3. Auch Bedingung (ii) aus Ubung 2 ist erfiillt, weil nur endliche viele Axiome in
einer endlichen Struktur auf ihre Giiltigkeit getestet werden miissen.

Abschnitt 3.7

1. Fiir H: Sei h Homomorphismus: ht% = t%" mit 2" = hg®. Fiir S siehe (3) in
2.3. Fiir P: Sei B = [[,; A;. Dann ist t5% = (£47"%),c; mit 2 = (2%)er.

2. In ElQ ist a := Oxrx =1 eine Aussage mit A F ay, < A ist dberabzahlbar. In
L formalisiere man die Aussage ‘es gibt eine liickenlose Ordnung ohne grofites
Element’. Eine solche ist immer iiberabzéhlbar, wie G. Cantor bewies.

3. Sei «a die Konjunktion aller Axiome fiir geordnete Korper unter Einschlufl des in
Ly leicht formulierbaren Stetigkeitsaxioms Seite 86. Diese legt den Korper der
reellen Zahlen bis auf Isomorphie eindeutig fest. Sei ferner 3 die in L£;; ebenfalls
leicht formulierbare Aussage 'Jede iiberabzihlbare Teilmenge des Tragers R ist
zu R gleichméchtig’. Es gibt eine v := a3 erfiillende L£;-Struktur genau dann,
wenn CH gilt. Andernfalls ist =y eine Tautologie.

Abschnitt 4.1

L. Sei B = [[,c; Ai. Es geniigt, (x) A F o [w] & f F a [w] mit 2 = (2");
induktiv fiir Basis-Hornformeln zu beweisen. Beachte dabei t5% = (t4uwi) ;.
(%) ergibt leicht die Induktionsschritte itber A,V, 3.

3. Eine Menge positiver Hornformeln hat stets ein 1-elementiges Modell.

Abschnitt 4.2

1. Fiir wy E py, p3, 7p2 und wy F pa, p3, —py ist wy E P und we E P, aber es gibt keine
Belegung w < wy, wy mit w E P.

2. Fiir beliebiges w E P folgt w F pyyp mn induktiv iiber n, also wp < w.

3. (a) Resolutionssatz. (b) wp E —py, i fir k # n+m.
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Abschnitt 4.3
2. =: Annahme z; € vart;. Dann zf = {; # {7 = :cfQ.
3. Sei w Unifikator von Ky U K, also K§ = K. Sei ¥ =z fiir x € var K, und
’ ’ 2 /
¥ = 2 sonst. Dann ist K{* = K§ “ = K¢ (beachte p* = 1), sowie Ky¥ = K.
Abschnitt 4.4

1. Seien Ky, K; zerlegt wie in der Definition von UR und sei p ein Separator von
Ky, K1, sowie o' definiert wie im Hinweis zu Ubung 3 in 4.3.

2. Man vereinige P, und P, und fiige dem Resultat noch folgende Klauseln hinzu:
(2,0, u) :—ry(Z, u) und re(Z, Sy, u) :—re(Z, y,v), n (2, y, v, u).

3. Man fiige den Programmen noch 7w :— 1y, Ty, . . . , 1, TYm, myu hinzu.

Abschnitt 5.1

3. Seien a,b,c € R mit a < b, c. Die lineare Funktion z +— 2= -z + g;fl’) - a vermittelt

einen Automorphismus des (reellen) Intervalls [a, b] auf das Intervall [a, c|.
4. O.B.d.A. sei AN B = (. Es geniigt zu zeigen D, AU D, B ist konsistent.

5. (a): {t* |t € Tg} ist abgeschlossen gegeniiber allen f4, ist also identisch mit dem
Tréager von A. (b): BE T + DgA 148t sich zu einem B E T + DA expandieren:
Fiir a € A\E mit a = t* und t € T gemiB (a) sei a® =8 (= t4).

Abschnitt 5.2
2. IS auf a(xy,) = Voo - - - 21 (A<, ST = Tiy1 — T, F# 7o) anwenden.

3. Sei a € GET und £ das Element mit n 2 = a, sowie Z: a — m 2 fir 2 € Q.

Dadurch wird G zur Vektorgruppe eines Q-Vektorraums.

4. (b): Behauptung zuerst fiir beliebige Konjunktion aus den «; und ihren Negatio-

nen beweisen. Beachte a; na; =p L fiir ¢ # j und ¢ \/igm Q.
Abschnitt 5.3
1 (A,@) ~p (B,b) < a; — b; (i =1,...,n) ist partieller Isomorphismus.

2. In Runde 1 spiele II beliebig, danach gemafl den Gewinnstrategien fiir Modelle
von SOg; bzw. SOpg in den beiden Zerlegungshélften.
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Falls I mit @ € A beginnt und rechts und links von @ mindestens 2"~! Elemente
verbleiben, wéahle I entsprechend. Sonst mit Elementen derselben Distanz vom
linken bzw. rechten Randelement antworten.

Fallunterscheidung ob A F SO unendlich oder endlich ist. Im ersten Falle folgt die
Behauptung aus der Vollstéandigkeit aller Theorien SO;; U {3; |7 > 0}.

Abschnitt 5.4

1.

Jeder Halbverband (A, n) ist durch a — {z € A|z < a} in den Mengenhalbver-
band (BA,N) einbettbar. Dabei sei < die Halbordnung von (A, n), Seite 39.

Sei A geordnet. Ersetzt man jedes a € A durch ein Exemplar von (Z, <) bzw. von
(Q, <), so entsteht eine diskrete Ordnung bzw. eine dichte Ordnung B O A.

Sei .Ao = To. Wahle Al mit .Ao Q .Al = Tl, AQ mit Al Q Ag E TO usw. Das
ergibt eine Kette A9 € A; € Ay, C ... mit Ay F Tp, Agpq F Ty. Dann ist
UieN Ag; = UieN Asiv1 ET. Also sind T, T; modellvertréglich.

Die Vereinigung S einer Kette von mit 7" modellvertriaglichen induktiven Theorien
ist wieder induktiv. S hat denselben V-Teil wie T, ist mit 7" also auch modell-
vertriglich. Also gibt es nach dem Zornschen Lemma eine maximale, und nach
Ubung 4 damit auch eine grofte Theorie dieser Art.

Abschnitt 5.5

1.

Fiir ¢ # 0 oder j # 0 besitzt DO;; Modelle A C B mit A £ B.

(a) Lindstroms Kriterium. 7" ist Nj-kategorisch, denn ein T-Modell kann als Q-
Vektorraum verstanden werden. (b) Jedes Tp-Modell G ist in ein T-Modell H
einbettbar; man gewinnt ein solches H, indem auf der Menge aller Paare & mit

a € G und n € Z\{0} ecine geeignete Aquivalenzrelation definiert wird.
Eindeutigkeit folgt dhnlich wie die der Modellvervollsténdigung.

Der algebraische Abschlu8 F, des Primkérpers F, der Charakteristik p hat die
Darstellung fp = U@1 Fpn, wobei Fpn den endlichen Korper aus p" Elemen-
ten bezeichnet. Ferner gilt eine in allen a.a. Kérpern mit Primzahlcharakteristik
giiltige Aussage bereits in allen a.a. Kérpern.
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Abschnitt 5.6

1. Seien A, B £ ZGy, A C B. Dann auch A’, B’, denn das Pradikat m| hat in ZG eine
V- und eine 3-Definition. Also A’ C.. B’, mithin A C,.. B.

2. Induktiv iiber quantorenfreies ¢ = ¢(z) ergibt sich: fiir jedes A F RCF® ist oA
oder (=) endlich, was fiir () nicht der Fall ist.

4. Die Gruppe 27 ist Substruktur der geordneten Gruppe 7Z, aber nicht 27Z < Z.

Abschnitt 5.7

1. Sei{A;|iel} ={Ao,..., A und [, ={ie [ | A, = A,},also [ = [yU---UI,.
Damit gehort genau eines der I, zu F' (Induktion iiber n).

3. Behauptung indirekt beweisen. Seien I, J,, F' definiert wie in Korollar 7.3, sowie
A; € K und w;: AV — A; derart, dal w;a € DA fiir a € i, wyp ¢ DA,
C .= Hf;l A; (€ K) und w = (w;)se;. Dann ist wX C D€, also X ¥¢ .

4. O.B.d.A.ist A= 2 und 2 C B C 27 fiir gewisses I nach dem Stoneschen Repri-
sentationssatz (siehe 2.1). 2 F a = 2/ F a = B F a nach Satz 7.2.

Abschnitt 6.1

L. = Xgapns = 0lfd = V. <= fa = pb[fa =b].

2. beranf < (Ja<h)fa = b und Ubung 1.

3. Injektivitit: Sei p(a,b) = p(a’,V'). Ware a+b < da' +¥0,s0a+b+1< a +¥, also
p(a,b) < 3(a/ +V)2+a < i(d+V)(d+V+1) < p(d,b). Alsoa+b=d +V.
Dann aber a = o/, und daher auch b = /. Surjektivitit: Sei ¢ € N und d die groite
Zahl mit @ =142+...+4d<c sowiea::c—@. Es ist a < d, so dafl

b:=d—a € N. Dann gilt p(a,b) = c.

4. =: Sei M = {b € N|JaRab}, R rekursiv, ¢ € M fest gewihlt. Sei fn = b, falls
(Ja<n)n = p(a,b) & Rab, und fn = ¢ im anderen Falle. Dann gilt M = ran f.
<: M ={beN|(Ja € N)fa=b} und Ubung 1.

Abschnitt 6.2

1. Es sei ag, aq, ... eine rekursive Aufzahlung von X. Nach Ubung 2 in 6.1 ist dann
{Bn|n € N} mit 5, = ap ... Ay, rekursiv und gewil ein Axiomensystem fiir 7T'.
—_———
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3. (a): Sei ®,, = (¥g,-..,¢n) €in Beweis von ¢ = ¢, in T + «. Angenommen es
sind Beweise @}, fir a — ¢y zu ®; = (py, ..., ;) fiir alle i < n schon konstruiert.
Man definiere einen Beweis @/, fiir & — ¢ durch p.r. Fallunterscheidung nach den
Féllen ¢ = a, p € X UA (X ein Axiomensystem fiir 7') und ¢ resultiert aus @y
und ¢, mit MP (k, m < n). Siehe den Beweis von Lemma 1.6.3.

4. Zeige dies zuerst fiir Gleichungen. Konstruiere in p.r. Weise zu jedem t eine Nor-

malform Nf(t) = ag+ "¢, @0y - . .vit mit Nty =ty & Nf(t;) = Nf(t).

Abschnitt 6.3

1. Za =y Jy(Fr1<y) ... (3, <y)a mit y ¢ vara. Fiir eine Belegung @ von & belege
y mit max{ay,...,a,} + 1. Analog VZa =5 Yy(Vx1<y) ... (Va,<y)a

2. (Vy<w)3za =pa Ju(Vy<z)(3z<u)a, siche Ubung 3(c) in 3.3.

Abschnitt 6.4

1. <=: Sei za + 1 = yb und pla, p Primzahl. Dann p} b weil sonst plyb — xa = 1.
= <-Induktion iiber s = a + b. Richtig fiir s < 2 (d.h. a = b = 1) mit z = 0,
y =1.Sei s > 2. Dann ist a # b, etwa a > b, also auch a—b 1 b. Da (a—b)+b < s,
gibt es z,y € Nmit z(a —b) +1=y'b. Alsoxza+1=ybmit y =z + v/

2. (a):pfa = alp = Jzyra+ l=yp = Jryb=yp — xzab = p|b. (b): folgt aus
(a) weil kgV{a,|v<n}lkgV{a,|v<n} (Division mit Rest).

3. Julbetaul=2(Vo<z)(Jw,w'<y)(betauvw A beta uSvw’
rw < w A primw’ A (Vz<w')(prim z — z<w) A betauxy].

4. (a): Zeige dies zuerst fiir x anstatt fiir 2. (b): Es geniigt zu zeigen sb, () = ¢ for
x ¢ freip. Beachte sb,((Vza),z) = (Vxa) fir Aussagen a.

Abschnitt 6.5

2. (ii)=-(i): Ist T vollsténdig und 7" + T konsistent, so ist 7" C T.

3. Das ist trivial, falls T+ A inkonsistent ist. Andernfalls sei s die Konjunktion
aller VZ Ilya(Z,y), a durchlduft die definierenden Formeln fiir Operationen aus
A. Mit T ist T + s entscheidbar. Ferner ist Fria a < Fry,. o™

4. Q ist rekursiv aufzéhlbar aber nicht rekursiv. Beachte Ubung 1in 6.1.
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Abschnitt 6.7

1. Hinweis zu Ubung 1 in 6.3 fithrt auch im Induktionsschritt zum Ziel.
2. Ag ist r.a. aber A; nicht (Bemerkung 2 in 6.3). Q ist ¥y aber nicht A;.

3. Man beweise nacheinander (a) {m € L,, | 7 Primformel und N E 7} ist rekursiv
und daher Ay, (b) Ist X (C £2) A, und Y die Menge der Boolschen Kombina-
tionen von X so ist mit {a € X | N F a} auch {3 € Y |N E 3} A,. Man beachte
ferner {a € LY |qra =n} ist Ay und N EVry & N E a,(n) fir alle n.

Abschnitt 7.1
1. Fpa J2p(z,y, 2) mit ¢ := 22=(x + y)* + 3z + y induktiv iiber y beweisen.
2. (a): <-Induktion. (b): Hinweis zu Ubung 1 in 6.4 in PA formalisieren.

4. Fiir Ory o Fr Or(a —¢) nutze man Ubung 31in 6.2.

Abschnitt 7.2

1. b7 Oa »a = by -Oa = Fp Congv, weil nach (5) Conyr =p ~O-—a = —Hav.
Damit ist 7" nach Satz 2.2 inkonsistent, also k7 a.

3. Induktionsannahme 7™ = T+—=["1 und Cony =, -1 1. Wegen (0”1 F, O L1
also =" 1 ¢ =01, Somit T = (T + —0O0"1) + -0 =¢ T + -0 11,
Ferner ist nach (5) in 7.2 Congnt1 =p —=(==0"1) = =001 1.

4. Fiir jede (nicht formalisierte) arithmetische Aussage A ist der Satz ‘Wenn A in
PA beweisbar ist, so A’ in ZFC beweisbar (man beachte PA ist interpretierbar in
ZFC, siche 6.6). Formalisiert: Fzgc Opacx — a5 dabei sei A durch « formalisiert.

Abschnitt 7.4

1. Man beweist zuerst G, = {H € ;| ¢ 0" L — H}. Damit ist

ke, H © Fc 0" - H & Fpa (O — H) fiir alle 2 (Satz 4.2)
& bpa 0" - H fiir allew  (Eigenschaft von 1)
& Fpa, H* fiir alle 2 (PA, = PA+00"1).

2. Sei PA" := PA"+— Conpar. Nach (6) in 7.2 ist Conpan =pa Conpa. Nach Ubung 2 in
7.2 daher PA" = (PA+-0"1)+--0""1 = PA+-0"1 A0""! 1. Ferner haben wir
[ COHPA v L= COIlpA =PA i v DQJ_ =PA D2J_. Also T = PA + D?’J_/\_\DQJ_ = PAi

3. e =[=0(p —q) A =B(=p —¢) n=0(p = =¢) n=0(=p ——q)] und Satz 4.4.
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